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Soluzioni

L1 Due modi possibili: possiamo innanzitutto considerare tutti i numeri di telefono come
equiprobabili. Essi sono dunque 9 - 107 (9 possibilita per la prima cifra, 10 per le altre 7). Tra
di essi quelli che non contengono 1o 0 sono 9 - 97 (9 possibilita per ognuna delle 8 cifre). La
probabilita che un numero scelto a caso non contenga lo 0 ¢ dunque

9-97_(9

" 048
9.107 E) S

Alternativamente, indichiamo con A;i = 2,...,8 Pevento “‘la i-esima cifra del numero
da chiamare ¢ diversa da 0°’. La probabilita richiesta & quella dell’intersezione degli eventi
Aj,i=2,...,8 OraP(4,) = %, i =2,...,8, poiché ¢ ragionevole supporre che tutte le
cifre abbiano la stessa probabilita di apparire allo i-esimo posto. E se supponiamo che i valori
delle diverse cifre che appaiono in un numero siano indipendenti ritroviamo ancora

9.\7
P(AyN...N Ag) = P(Ay) ... P(Ag) = (E>

1.2 a) L’insieme dej possibili risultati & costituito da tutti i numeri da 000000 a 999999 (che
sono 1 milione). Possiamo scegliere questo insieme come 2. Naturalmente su O considereremo
la distribuzione uniforme di probabilita, poiché non ¢’¢ motivo di supporre che alcuni numeri
siano pili probabili di altri. Poiché Q ha cardinalita 1 milione, la probabilita che il biglietto di
Ole Kamp vinca & 1076.

b) L’evento A & costituito da tutti i numeri le cui prime 4 cifre sono 0096, che sono 100.
Dunque P(4) = % = 107% Se w € A allora P(lw} N A) = P(jw)) = 1076 ¢ quindi
P({w}|A) = BdeD _ jp-2 _ L Se invece w ¢ A allora I’evento {w} N A & vuoto e

P(A) FA:
P({w}|A) = 0. In conclusione la probabilita che un numero w sia estratio & ora

P((w}|4) = ﬁ_P({;”(}Af; -4 { gi SwEA

0 sew g A.
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In altre parole la probabilita condizionale dato A vale 0 se il numero w non si trova in A, mentre
tutti i numeri che si trovano in A sono equiprobabili. La probabilita del biglietto di Ole Kamp
¢ ora #—%, cioe %6 Se invece A fosse I’evento costituito dai numeri che iniziano con 00967, la
probabilita P( | A) varrebbe Tlﬁ (cioé sempre #—15) per tutti i biglietti w le cui cifre iniziano con
00967 e 0 per gli altri.

1.3 Risolveremo il problema con due modelli diversi.

1) Primo modello. Supponiamo di numerare le palline nell’urna e di indicarle B, B, B3, By,
Ny, Ny, N3. Consideriamo come spazio 2 I’insieme di tutte le coppie del tipo @ = (0, w,),
dove w; e w, possono prendere i valori B, B,, B, B4, Ny, N, oppure Nj; ovvero

- Q = {By, By, B3, B4, N|, N,, N3}2 .

Poiché siamo in una situazione di estrazioni con rimpiazzo & naturale supporre che tutti gli
elementi di Q siano equiprobabili. In questo caso sappiamo che per calcolare la probabilita
di un evento A basta contare quanti elementi esso contiene, perché poi si ha P(A) = %. In
particolare ogni w € 2 ha probabilita

1 1 1
P({w})=E=7—2=E'

a) L’evento A di cui si richiede la probabilita & quello formato dalle coppie (w;, w,) per le
quali ; e w, sono entrambi B oppure entrambi N. In altre parole

A = By, B,, B3, B> U{N;, N,, N3}
edunque #4 =42 +32 =25¢
25
T
b) Orasi tratta di calcolare la probabilita dell’evento D delle coppie (w;, w,) dove uno almeno
tra w; e w, ¢ diverso da By, B,, B;, B;. Dunque il complementare di D & I’evento

BP(A) =

D¢ = (B, B,, B, B,)*

e poiché #D° = 16 alloraP(D) = 1 —P(D°) =1 - 16 = 3.
2) Secondo modello. Consideriamo gli eventi

Z; = una pallina bianca viene estratta alla prima estrazione
Z, = una pallina bianca viene estratta alla seconda estrazione
W, = una pallina nera viene estratta alla prima estrazione

W, = una pallina nera viene estratta alla seconda estrazione .

Senza preoccuparci per ora di definirlo esplicitamente, & chiaro che, in uno spazio (€2, «, P)
adeguato a descrivere questa situazione, gli eventi Z | € Z; devono risultare indipendenti e cosi

|
|
|
|
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pure W; e W, (poiché le palline vengono rimesse nell’urna i risultati di estrazioni successive
devono essere indipendenti). Inoltre dovra essere

P(Z,) =P(Z,) =

[ROSIEN RN

P(W)) =P(W,) = 2
poiché in ogni singola estrazione ¢ ragionevole considerare la distribuzione uniforme di proba-
bilita.

a) L’evento *‘vengono estratte due palline dello stesso colore’” non & altro che (Z 1 NZy U
(W N W,). Poiché i due eventi Z; N Z, e W N W, sono disgiunti (se si estraggono palline
bianche non se ne possono estrarre di nere) e per le relazioni d’indipendenza che abbiamo gia
segnalato, deve essere

P(ZiNZy) U(W,NW,)) = P(Z,NZy) +P(W, N W) =
(3\2 _ 25

442
= P(Z)P(Z,) + P(W))P(W,) = (_) ) =5

i

b) L’evento *‘una almeno delle palline estratte & nera’’ con la formulazione appena introdotta

non ¢ altro che W; U W,. Usando la formula della probabilita della unione di eventi (osservare
che W, e W, non sono disgiunti) abbiamo

2

P(W; U W) = P(W,) + P(W,) — P(W, N W,) = % % ; - (—3—)

e Questo esercizio mostra che, in generale, lo spazio di probabilita adatto a descrivere un

problema non & unico (pur portando allo stesso risultato). Inoltre qui vediamo I’uso dei due prin-

cipali strumenti elementari nella costruzione dello spazio di probabilita, ciog 1’equiprobabilita

e I’indipendenza.

Da segnalare I’idea di calcolare la probabilita di un evento spezzandolo nella unione di eventi

la cui probabilita ¢ facile da calcolare e 1’uso della formula della probabilita della riunione di
due eventi non disgiunti, (1.8).

38
T 49

1.4 Anche questo esercizio pud essere risolto in (almeno) due modi, uno usando la formula
delle probabilita totali (1.11), I"altro costruendo esplicitamente lo spazio di probabilita e usando
1 metodi del calcolo combinatorio (ciog contando la cardinalita degli eventi).

Come abbiamo gia visto negli esempi il metodo della partizione dell’evento certo consiste nel
cercare degli eventi Ay, ..., A, disgiunti, tali che la loro unione abbia probabilita 1 e tali che
il calcolo delle probabilita condizionali P(C| A;) sia facile. In questo caso una buona scelta &
costituita dagli eventi A; =‘‘la prima pallina estratta & la numero i*’, i = 1, ..., 6. E chiaro
cheglieventi Ay, ..., Ag costituiscono una partizione dell’evento certo (sono disgiunti e la loro
unione esaurisce tutte le possibilita). Inoltre P(A4;) = % perognii = 1,...,6. Se indichiamo
con C I’evento ‘‘le due estrazioni danno luogo a due numeri consecutivi’’, allora si ha

2
P(ClAy) = &
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Infatti dopo la prima estrazione (della pallina con il numero 2) nell’urna sono rimaste 5 palline
e ’evento C si verifica se vengono estratte le palline numero 1 oppure 3, con probabilita %,
appunto. Per lo stesso motivo si ha anche

2
P(ClA;) = P(C|Ag) = P(C|As) = £ -

Se invece la prima pallina estratta & la numero 1, nell’urna restano sempre 5 palline, ma ora
I’evento C si verifica solo se la seconda estratta & la numero 2, con probabilita % Lo stesso vale
se la prima pallina estratta & la numero 6, perché anche in questo caso si ha 1o stesso ““effetto
di bordo”’. Dunque
1
P(C|A}) =P(C|Ag) = 3

Possiamo ora usare il metodo della partizione dell’evento certo:

P(C) =P(C|A)P(A)) +... +P(C|Ag)P(Ag) = é(Z é +4. -52—) = % .
Secondo modo: se poniamo E = (1,2, 3,4, 5, 6}, I’estrazione delle due palline dall’urna
equivale alla scelta a caso di un sottoinsieme di due elementi dell’insieme E. L’insieme dei
possibili risultati dell’esperimento casuale & dunque Q=*“insieme di tutti i sottoinsiemi di due
elementi di E’. Sappiamo dalle formule del calcolo combinatorio che #Q = (g) = 15,
L’evento C corrisponde in questo modello al sottoinsieme di 2 dei sottoinsiemi di £ formati da
due elementi consecutivi. Poiché la cardinalita di O ¢ piccola possiamo semplicemente passare
in rivista tutti i possibili sottoinsiemi di due elementi e trovare che C & formato dai sottoinsiemi
{1,2}, 12, 3}, {3, 4}, {4, 5}, {5, 6}. Dunque la cardinalita di C & ugualeaSeP(C) = % = %
Osserviamo che gli elementi di  sono sottoinsiemi di cardinalita 2 e non coppie ordinate.
Sarebbe stato comunque possibile anche scegliere come spazio 2 I’insieme delle coppie ordinate
di elementi di E (cioe le disposizioni di elementi di E a due a due). La cardinalita di 2 sarebbe
pero ora pari a % = 30 ed il calcolo della cardinalita dell’evento corrispondente a C diventa
solo un po’ pil complicato.

L5 a) Indichiamo con w,, @, le posizioni dei due amici nella coda. L’insieme {w), wy} &
un sottoinsieme di {1, .. ., n} di cardinalita 2. Possiamo dunque considerare come modello di
questo problema I’insieme €2 dei sottoinsiemi di cardinalita 2 di {1, ..., n} con la probabilita
uniforme. La cardinalita di Q ¢ (}) = 22D ¢ evento di cui vogliamo calcolare la probabilita
corrisponde al sottoinsieme A C 2 formato dagli {w|, w,} tali che |0y —wy| = k + 1.

Osserviamo che gli elementi di  sono sottoinsiemi e non coppie ordinate. Cioé {1,2} e
{2, 1} rappresentano lo stesso elemento di Q. Per rappresentare un elemento di € in maniera
univoca indicheremo un sottoinsieme con la coppia (@, ,) dove w; & il numero piu piccolo,
(cioé w; < w,). Per calcolare la probabilita di A & abbastanza naturale usare la formula
delle probabilita totali (1.11) usando la partizione Ay, ..., A,, dove A; = {w; = i} (ciog A,
corrisponde all’evento ‘‘quello dei due amici che nella coda ha il numero pid basso si trova allo
i-esimo posto”’). E facile vedere che

AﬂA-—[(i’i+k+l) sei+k+1<n
N altrimenti

[= PN o VN 7 BN o TN oY

@
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ovvero A N A; contiene un solo elemento se i + k + 1 < n ed & vuoto altrimenti. Quindi

1
Q

7 sei <n—k—1
0 altrimenti

P(ANA,) =

e dunque

n—k—1_ 2m—k=1)

Ry =AM 3. AR D& ===

b) Scegliere due palline dall’urna senza rimpiazzo equivale a scegliere un sottoinsieme di
cardinalita 2 dall’insieme {1,...,n}. Sceglieremo dunque  costituito dai sottoinsiemi di
cardinalita 2 di {1, ..., n} e I’evento di cui vogliamo calcolare la probabilita corrisponde al
sottoinsieme A C €2 formato dai sottoinsiemi {w;, w,} tali che |w; — w,| = k. 1l problema
dunque, anche se la sua formulazione & diversa, si riconduce esattamente allo stesso modello
del punto a) (solamente con k al posto di k + 1). Dunque la probabilita richiesta vale

n—k _2(n—k)
#Q  n(n-1)

e In particolare scegliendo k = 1 otteniamo che la probabilita di estrarre dall’'urna due

numeri consecutivi €
2(n — 1) 2

n(n—l)_n

Cio fornisce una nuova soluzione all’esercizio precedente (dove si aveva n = 6).

1.6 Se indichiamo con A e B gli eventi corrispondenti rispettivamente alla presenza del primo
e del secondo difetto, allora P(A) = 0.03, P(B) = 0.07 ed inoltre gli eventi A e B devono
risultare indipendenti.

a) La probabilita che entrambi i difetti siano presenti &

P(AN B) =P(A)P(B) =0.03-0.07 = 0.0021 .
b) La probabilita che uno almeno dei difetti sia presente ¢
P(AU B) =P(A) + P(B) —P(AN B) =0.03 +0.07 — 0.0021 = 0.0979 .
¢) La probabilita che un pezzo abbia il primo difetto sapendo che ¢ difettoso &

P(AN(AUB))  P) 003

= = = 0.306 = 30.6%
P(AU B) P(AUB) 0.0979

P(A|AUB) =

(infatti A C AU Bequindi AN (AU B) = A).
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d) La probabilita che vi sia uno solo dei difetti sapendo che il pezzo ¢ difettoso & uguale
a 1 meno la probabilita che entrambi i difetti siano presenti (sempre sapendo che il pezzo ¢
difettoso). Dunque, poiché AN B C A U B, la probabilit richiesta &

P(ANB) 0.0021

=— =078 =97.8 . %

1-PANBIAUB)=1— ————~ =1 —
( | ) P(AU B) 0.0979

1.7 Indichiamo con A Ievento ‘‘viene scelta la carta 1’ (quella con i due lati neri) e con A,
I'evento “‘viene scelta la carta 2°°. Con B invece indichiamo I’evento *‘viene scelto un lato
nero”. E chiaro che P(A)) =P(4,) = %, poiché non vi & motivo di supporre che le due carte
non siano equiprobabili. Inoltre P(B|A;) = 1, P(B |A,) = %, poiché se viene scelta la carta
2, allora vi sono due lati possibili, uno bianco e 1’altro nero, entrambi con probabilita % La
probabilita richiesta non ¢ altro che P(A, | B). Basta dunque applicare la formula di Bayes

P(BIADP(4))

P(A||B) = P(B)

Per terminare resta solo da calcolare P(B). Ma con il metodo della partizione dell’evento certo,
dato che A, A, & una partizione,

P(B) = P(BN A) +P(B N Ay) = P(B|A)P(A,) + P(B| Ay)P(A,) =

=
N

+

N —

Dunque P(4,|B) = 2.

1.8 a) Indichiamo con A;,i = 1,2,3 I’evento “‘lo i-esimo lancio ha dato 6°’; & chiaro che
P(A)) = P(4,) = P(4A3) = %. Ci viene richiesto di calcolare P(A; U A, U A3). Gli eventi
Ay, A;, A3 non sono perd disgiunti (ad esempio A; N A, non ¢ altro che ’evento *‘i primi due
lanci danno entrambi 6°°) e dunque la probabilita della unione non & uguale alla somma delle
probabilita. Possiamo perd sfruttare il fatto che gli eventi Ay, A,, A; sono indipendenti come
pure i loro complementari e usare la formula

e
= 1 — P(A)P(AS)P(AS) = 1 — (6) =042,

b) Ripetendo questo ragionamento si vede che la probabilita che in 7 lanci si ottenga 6 almeno
una volta¢ 1 — (%)”. Perché questa quantita sia pit grande di 0.9 occorrera che sia

1= (g) > 0.9

£ i : : 3 : . s
Cioe, svolgendo la disuguaglianza, 0.1 > ¢"1°¢ 5 ovvero lilgle) < n e ciog
O,

6

1262 <n.
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Attenzione: quando si divide per log % occorre invertire il verso della disuguaglianza, perché si
tratta di una quantita negativa. Dunque deve essere n > 13.

e Da segnalare I’uso della formula P(A) = 1 — P(A€). Talvolta il calcolo della probabilita
di A€ ¢& piu facile del calcolo diretto della probabilita di A.

1.9 Con la distribuzione ipergeometrica si trova che, se i voti si ripartissero a caso tra i com-
missari, essi si distribuirebbero come & avvenuto con probabilita

PG _ 1
() 56

=1.78 %

Il giudice puo probabilmente decidere che I’evento verificatosi & effettivamente troppo impro-
babile per essere il frutto del caso. Se invece i 5 voti fossero stati dati da 4 donne e un uomo,
la probabilita sarebbe stata

5\ (3
1L N - E——

&Y. 5G
.
che € un valore abbastanza alto perché I’evento non possa essere giudicato improbabile.

1.10 a) Possiamo considerare le 52 carte del mazzo divise in due gruppi, uno composto dai 4
assi e I’altro dalle altre 48 carte. La probabilita di ottenere esattamente k assi, perk = 1,2, 3, 4,
non ¢ altro che la probabilita di ottenere k elementi dal primo gruppo in una estrazione di 5
elementi senza rimpiazzo. La distribuzione ipergeometrica da

_ W65 4148151471 .
e B K@ -0I@3+0)!(5—k)!52!

Se indichiamo I’evento *‘si ricevono (esattamente) k assi’’ con A, 1’evento *‘si ricevono almeno
2 assi’’ non ¢ altro che la riunione A, U A3 U A,. Poiché gli eventi A al variaredik = 1,2, 3, 4
sono disgiunti, la probabilita richiesta p & allorauguale aP(A,)+P(A3)+P(Ay) = py+p3+p4.
Non ci resta che calcolare queste tre quantita, il che si fa con una calcolatrice dopo avere
semplificato al massimo i coefficienti binomiali e i fattoriali che ne risultano:

(&) arasistant 5147.46 .
P2= =3 T 22145131501 g
(2) T 202045131521~ 52.51-50-49
_(E) _ aagisian 2.5147 A
P3= = T J1ag101501 .49
(). 3146121521  52.51-50-49
5 o 15147 1
i (a)(7) _ 48151471 51 = poar. o

T (D) T 47sal T 52515049

e dunque p = p, + p3 + p; = 0.042. Da notare che p, = 1.847 - 107 & la probabilita di
ricevere poker d’assi servito.

I
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b) Cominciamo col fissare un colore, quadri ad esempio. La probabilita di ricevere cinque
carte di quadri (cio¢ colore servito a quadri) si calcola considerando le carte del mazzo ancora
suddivise in due gruppi: le 13 carte di quadri e le altre 39. Per la distribuzione ipergeometrica
la probabilita di ricevere 5 carte del primo gruppo e 0 dal secondo &

(@) _ 1315141t 13.12.11.10.9 113 e,
(552) T 5181521 52.51.50.49-48 17-5-49-16

Se indichiamo con A, I’evento “‘si riceve colore a quadri servito’’ e con Ag, Ay, Ay, gli
analoghi eventi per gli altri semi, allora ognuno di questi ha probabilita 4.95 - 10~4, per il
calcolo che abbiamo appena fatto. Inoltre la probabilita richiesta non & altro che la probabilita
della unione A, U A, U Ay U A. Poiché si tratta di eventi disgiunti, la probabilita di ricevere
colore servito & 4 -4.95 - 1074 = 0.00198 = 0.198%.

¢) Abbiamo gia calcolato in a) la probabilita di ricevere un poker servito di assi. Naturalmente
questa ¢ la stessa che la probabilita di ricevere un poker servito di un altro numero. Poiché i
numeri (comprese le figure) sono 13 e poiché gli eventi “‘si riceve poker servito di assi’’, **. . . di
277, ... di3” etc. sono tra di loro disgiunti, la probabilita di ricevere un poker servito & uguale
al3-1.847-1073 =2.4.107%

e La risoluzione di questo esercizio usa, in modo ripetitivo, solo due idee: il fatto che
gli eventi considerati si possono ricondurre a un modello di prove ripetute senza rimpiazzo
(che permette di servirsi delle formule della distribuzione ipergeometrica) ed il metodo della
partizione dell’evento certo: in ognuno dei punti a), b) e ¢) abbiamo suddiviso 1’evento che ci
interessava in sottoinsiemi disgiunti, per ciascuno dei quali era facile calcolare la probabilita.

1.11 E facile calcolare la probabilita che le due palline numero 1 vengano estratte insieme:
basta considerare le 93 palline presenti nell’urna come suddivise in due gruppi, il primo formato
dalle due palline n° 1 ed il secondo dalle 91 rimanenti. Si tratta di calcolare la probabilita di
estrarre 2 palline dal primo gruppo e 3 dal secondo in cinque estrazioni senza rimpiazzo. La
probabilita richiesta si puo calcolare con la distribuzione ipergeometrica e vale

2y (91

p=(2—)9(33—)=2.34>< [

(5)
Se ora indichiamo con A;, i =1,2,3,’evento ‘‘le due palline numero i vengono estratte en-
trambe’’ & chiaro che i tre eventi hanno la stessa probabilita e dunque P(A|) = P(4,) =
P(A3) = p. Inoltre la probabilitd richiesta non & altro che la probabilita della riunione
degli eventi A;, A,, A;. Questi non sono perd disgiunti, poiché, ad esempio, la cinquina
(1,1,2,2,37) si trova sia in Ay che in A, (ovvero & possibile che simultaneamente vengano
estratte le due palline n°1 e le due n°2). Possiamo perd ricorrere alla formula della probabilita
della unione di tre eventi non disgiunti (vedi la formula (1.9) a pag. 8).

Chiaramente I’evento A; N A, N A3 ha probabilita O (non & possibile estrarre insieme le due

palline 1, le due 2 e le due 3, visto che ne vengono estratte 5 in totale). Il problema & quindi
risolto se sappiamo calcolare P(A; N A,) (le probabilita delle altre intersezioni & la stessa per
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simmetria). Ancora usando la distribuzione ipergeometrica (probabilita di estrarre 4 elementi
dal gruppo {1, 1, 2, 2} ed 1 dal gruppo formato dalle altre 89 palline) si ha

&)

. =6
o = 1.71 x 10
5

P(A|NA)) =g =

per cui in definitiva la probabilita richiesta &
3p —3¢ =0.007.

b) Cominciamo col calcolare la probabilita di fare terno in un’estrazione normale: ci possiamo
ancora ricondurre alla distribuzione ipergeometrica (probabilita di estrarre 3 palline dal gruppo
composto dalle palline numero 1, 2, 3 e 2 da quello composto da tutte le altre):

3\ (87
(5)G)
90
(5)
II calcolo della probabilita di fare terno con I’'urna manomessa & un po’ pilt complicato. Basta

perd dare un’occhiata alla parte finale dell’Esempio 1.28: il numero totale di cinquine & (953),
mentre il numero di cinquine che contengono esattamente una pallina col numero 1, una col

numero 2 e una col numero 3 &
2N (2N 12\ (87
17X /%1 2

La probabilita di fare terno con I’'urna manomessa ¢ dunque

OOOD _ 576, 10+
(5)

e Nella soluzione di questo esercizio abbiamo usato due idee utili anche in altre situazioni: la
prima consiste nel calcolare la probabilita di un evento scrivendolo come riunione di altri eventi
e poi usando la formula sulla probabilita della unione di eventi non (necessariamente) disgiunti.
La seconda consiste nel ricondursi, se possibile, ad un modello gia studiato e universale (cio¢

che puo applicarsi a molte situazioni diverse) come quello delle prove ripetute senza rimpiazzo,
che da luogo alla distribuzione ipergeometrica.

=8.51x107.

1.12 a) Indichiamocon E;, i = 1, ..., n,’evento ‘‘lai-esima pallina non viene messa nell’urna
1”°. Per come il problema ¢ stato posto gli eventi E; si possono supporre indipendenti; inoltre,
poiché ogni volta ognuna delle tre urne ha la stessa probabilita di essere scelta, la probabilita
dell’evento E; & % L’evento ‘‘I’'urna 1 rimane vuota’’ non ¢ altro che I’intersezione E M. . .NE,,.
Quindi

2\n
P(E,N...NE,) =P(E,)...P(E,) = (5)

Alternativamente avremmo potuto osservare che siamo in presenza di uno schema di Bernoulli
(Esempio 1.22), cioe di una sequenza di prove ripetute e indipendenti ciascuna delle quali
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ha due possibili risultati: successo (corrispondente in questo caso all’evento *‘I’urna 1 viene
prescelta’”) con probabilita p (= % nel nostro caso) e insuccesso con probabilita 1 — p. Abbiamo
visto nell’Esempio 1.22 che in questa situazione la probabilita che non si verifichi nessun
successo € appunto (1 — p)™. Il nostro calcolo non & altro che una ridimostrazione di questo
fatto.

b) La probabilita che una singola pallina non finisca né nell’urna 1 né nella 2 vale % Siamo
quindi nella situazione di uno schema successo-insuccesso come lo abbiamo appena descritto
con p = % La probabilita richiesta & dunque (%)”

¢) Consideriamo gli eventi

A; =Tl’urna 1 & rimasta vuota
A, =1’urna 2 & rimasta vuota
Az =I’urna 3 & rimasta vuota .

L’evento di cui dobbiamo calcolare la probabilita & I’unione Ay UA, U Aj e possiamo usare la
formula (1.9) sulla probabilita della unione di tre eventi non disgiunti: I'evento A; N A, N A,
ha chiaramente probabilitd 0 (non & possibile che tutte e tre le urne restino vuote). Inoltre
abbiamo gia calcolato le altre probabilita che figurano nella formula: gli eventi A, A,, Az
hanno chiaramente la stessa probabilita, per motivi di simmetria, che vale (%)” per il punto a);
cosi pure le probabilita delle intersezioni a due a due valgono (%)” peril puntob). In conclusione
la probabilita richiesta vale
2\n 1\n
g =)

e In questo esercizio ritroviamo alcune idee gia viste:

a) I’uso di modelli standard (in questo caso lo schema successo-insuccesso, o di Bernoulli) a
cui ci si riconduce per sfruttare formule stabilite una volta per tutte;

b) il calcolo della probabilita di un evento ottenuta scrivendolo come riunione di altri, la cui
probabilita & facile da calcolare, per poi usare la formula della unione di eventi non disgiunti.

Osserviamo infine che in questa risoluzione non abbiamo precisato quale sia lo spazio di
probabilita. Abbiamo semplicemente supposto che ne esistesse uno contenente degli eventi
Ey,...,E,, A, A,, A3 aventi certe proprietd. In realta sarebbe stato possibile costruire uno
spazio (2, &4, P) adatto, ma cid avrebbe appesantito lo svolgimento senza renderlo né piu chiaro
né pill rigoroso. La costruzione completa dello spazio di probabilita verra spesso sottintesa negli
altri esercizi.

1.13 a) Indichiamo con A; I’evento *‘viene scelta 1’urna i-esima’” e con B 1’evento ‘‘vengono
estratte due palline di colori diversi’’; poiché si tratta di estrazioni senza rimpiazzo la probabilita
di estrarre una pallina bianca e una rossa & data dalla distribuzione ipergeometrica. Poiché
nell’urna i-esima vi sono 4 palline R e i palline B deve essere

i\ (4 .
6.1) P(B|A;) = 1)) -, g .

¢ T @roG+n
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Inoltre P(A;) = 11—0; dunque, con la formula delle probabilita totali (1.11), .
10 | Jo 8i
P(B) = P(B|A)P(A) = — e e == 10.506 -,
(B) Z s 102(44—1’)(3—{—1')

i=1 i=l
b) Possiamo applicare la formula di Bayes

P(B|ADPA) g
P(B) " 10P(B)

P(A;|B) =

Determinare 1’urna pill probabile significa trovare il valore di i per cui g; ¢ massima. Cid si
1
puod fare (oltre che con un calcolo numerico con un PC o una calcolatrice) studiando per quali
valori di i si ha q;—*_‘ > 1. Si trova
id

gy 8G+1D  (@G+B+iD)  iP+4i43 .
g  GH+i@E+i) 8i T Q2450
La disuguaglianza
x24+4x+3
e 5 |
x2 4+ 5x

¢ soddisfatta per 0 < x < 3; inoltre la frazione & = 1 perx =3 ed ¢ < 1 per x > 3. Dunque

giy1>q; =12
gip1=¢q i=3
giy1 < q; I=4;...,10,;

Il massimo di i — g; & quindi raggiunto per i = 3 e i = 4: e urne 3 e 4 sono le piu probabili.

[ ] L]
® PY - S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Figura 6.1 Andamento del valore di P(A; |B) = W?(T) peri=1,..., 10.
c) Basta ripetere gli argomenti del punto a), solo che ora P(4;) = ﬁ pers = L. 98

P(A)) = % Dunque

9
1 2
i=
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Figura 6.2 Andamento del valore di P(A;|B) quando le urne sono 11. i
;
Applicando ancora la formula di Bayes si trova r
[
!
P(4;)
P(A;|B) = P(B|A;) —% . *

P(B)
OraperoP(4;|B) = m g;peri =1, ..., 9(valore massimo raggiunto ancoraperi = 3, 4),

mentre P(A;|B) = Wz(za) 410- Un confronto numerico mostra che ora il valore i — 10 el
pill probabile, poiché P(A5;|B) = P(A4|B) = 0.103 mentre P(A9|B) =0.158.

e Gli aspetti importanti di questo esercizio sono 1’uso della nozione di probabilita condizio-
nale e della formula di Bayes.

1.14 Vari modi sono possibili (il secondo ¢& in realta il pid semplice).

Primo modo: indichiamo con A;,i =1,... k’evento “‘nelle prime i assegnazioni non si
sono avuti conflitti”’. E chiaro che A; D Ay D ... D A, edinoltre la probabilita richiesta &
proprio P(Af). Calcoliamo P(A;]A;_;). Se I’evento A;_ & verificato cid vuol dire che alle
prime i — 1 variabili sono state assegnate i — 1 celle di memoria diverse. Ne restano dunque
libere n — i + 1 e la probabilita di non avere conflitti alla i-esima assegnazione &

n—i+1
P(Ai[Ai—l) = T ®

Quindi la probabilita che non vi siano conflitti &

P(Ak) = P(Ak'Ak—I)P(Ak—l) = P(AklAk—l)P(Ak—-l IAk—Z)P(Ak-—2) =

= P(Ax | Ar_DP(Ar_ i |A¢) ... P(A1]A) P(A,) =
——
=i

n—k+1n—-k+2 n—1 n!

n n on =nk(n—k)!

e quindi la probabilita che vi sia almeno un conflittoe 1 —P(A;) =1 — #‘_k),

Secondo modo: Scegliere a caso un’assegnazione di variabili alle celle di memoria significa
scegliere a caso un’applicazione da {1, ..., k} Cinsieme delle variabili) a valori in {1, ..., n}
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(I'insieme delle celle di memoria). Indichiamo con 2 I’insieme di queste applicazioni. Si puod
vedere §2 come I'insieme delle k-uple (i, .. ., i;) dove i1, ..., I, sono numeri interi compresi
da 1 a n (non necessariamente distinti); dunque # = n*.

L’insieme B delle assegnazioni che non danno luogo a conflitto non & altro che I’insieme delle
applicazioni iniettiveda (1, ..., k}in{l,..., n}, ovvero I’insieme delle k-uple (i, ..., i;) dove
numeri iy, . .., i; sono distinti. In altre parole B & I’insieme delle disposizioni di n elementi a k
ak ed ha dunque cardinalita (nf—'k), (Proposizione 1.24). Inoltre, poiché si pud supporre che tutte
le possibili assegnazioni siano equiprobabili, considereremo su 2 la distribuzione uniforme di
probabilita e dunque la probabilita che non vi siano conflitti &

#B _ n!
#Q  nk(n —k)!

Pern = 1000, k = 25, facendo attenzione a semplificare al massimo numeratore e denominatore
per evitare errori di arrotondamento, la probabilita di avere almeno un conflitto &

999 998 976
1000 1000 "~ 1000

che & una probabilita inaspettatamente elevata per cosi tante celle di memoria rispetto alle
variabili.

e Un esempio classico quando si parla di calcolo combinatorio & quello dei compleanni
dell’Esempio 1.27: qual & la probabilita che in un gruppo di k persone ve ne siano almeno due
che sono nate nello stesso giorno dell’anno? E abbastanza utile rendersi conto che I’esempio dei
compleanni ‘¢ lo stesso’’ di questo appena svolto, nel senso che entrambi si riconducono allo
stesso modello. In entrambi, infatti, si considera come spazio di probabilita lo stesso insieme
$2 delle k-uple di numeri {iy, ..., i} sceltiin {1, ..., n} (n = 365 nel caso dei compleanni)
e si deve poi calcolare la cardinalita dello stesso insieme A delle k-uple formate da numeri
diversi tra loro. La morale & che problemi che nascono in situazioni applicative diverse possono
ricondursi allo stesso modello (e quindi risolversi con gli stessi calcoli).

P(B) =

=0.261 = 26.1%

1.15 a) A vince se I’ultima pallina rimasta nell’urna & rossa, ovvero se tra le prime 5 palline e-
stratte ve ne sono una rossa e quattro nere. Usando la distribuzione ipergeometrica la probabilita

che ¢id accada &
D@ _2:5 1

~ e R
Piil semplicemente si sarebbe anche potuto osservare che in uno schema di estrazioni senza
rimpiazzo la probabilita di avere un determinato risultato & la stessa alla prima, alla seconda,
-+, alla k-esima estrazione (vedi I'Esempio 1.30). La probabilita di avere una pallina rossa
alla sesta (e ultima) estrazione & dunque la stessa che alla prima e cioe %

b) Se la prima estrazione da una pallina rossa, nell’urna ne rimangono 4 nere e 1 rossa. A
dunque vince se dalle successive 4 estrazioni risultano tutte palline nere. Ancora la distribuzione

ipergeometrica da come probabilita
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¢) Se indichiamo con D I’evento ‘il giocatore A vince”’ e con E I’evento “‘la prima pallina
estratta € rossa’’, allora dobbiamo calcolare P(DNE). OraP(DNE) = P(D|E)P(E).
Ma P(E) = 2 = % mentre abbiamo calcolato nel punto b) che P(D|E) = % Dunque

6
P(DNE) = .
1.16 Il risultato dell’esperimento casuale & una S-upla {ky, ..., ks} di numeri compresi tra 1 e

100. Poiché le palline sono estratte a caso e con rimpiazzo possiamo considerare tutte le S-uple
equiprobabili. Uno spazio di probabilita ragionevole per descrivere questo problema & dunque
lo spazio Q formato da queste 5-uple (ovvero il prodotto cartesiano di {1, . . ., 100} moltiplicato
per se stesso 5 volte) e munito della distribuzione uniforme di probabilita. La cardinalita di
¢ naturalmente 100°; I’evento di cui vogliamo calcolare la probabilita & invece rappresentato
dall’insieme A C 2 delle 5-uple (ky, ..., ks) taliche trainumerik,, .. ., ks ve ne siano almeno
due uguali. Il problema & quindi ridotto al calcolo della cardinalita di A. 11 calcolo diretto non
¢ semplice; ma un attimo di riflessione mostra che il suo complementare A€ non & altro che
Iinsieme delle 5-uple (ky, . .., ks) tali che i numeri ki, ..., ks siano tutti diversi tra loro, ovvero

I'insieme delle disposizioni di 100 elementi a 5 a 5; dunque #A°¢ = % Quindi

#AC
P(A)=1-PA)=1- =
(4) (A%) 75

100! 99 98 97 96
—— =122 _ 0096 =96%.
100595! 100 100 100 100 d

e Qui vale la stessa osservazione che abbiamo fatto alla fine dell’Esercizio 1.14: il problema
dei compleanni, quello dell’assegnazione delle variabili e questo sono ‘‘lo stesso’’ problema,
nel senso che si riconducono al calcolo della probabilita dello stesso evento nello stesso modello.

1.17 a) Indichiamo con F, I’evento *‘il primo genitore fornisce un allele di tipo A’ e con
Ay, A,, Ajrispettivamente gli eventi il primo genitore & di tipo AA, Aa, aa rispettivamente’’.
Per come il problema & stato posto sara

il
P(FA|A1)=1, P(FA|A2)=§, P(FA|A3)=O
e dunque
1
P(Fy) = P(F4|A)P(A)) + P(F, | Ay)P(A,) + P(F, |A3)P(A3) = p + 29

La probabilita che anche il secondo genitore trasmetta un allele di tipo A sara la stessa e, sup-
ponendo che i geni trasmessi dai due genitori siano indipendenti, otteniamo che un discendente
sara di tipo AA con probabilita P =(p+ %q)z. Analogamente esso sara di tipo aa con
probabilita r; = (r + %q)2 e di tipo Aa con probabilita

a=l-p-n=1-(p+39)~(+}a9)’ =2(p+}a)(r+}q).
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b) Alla generazione successiva, la probabilita di osservare dei discendenti di dato tipo genetico
si otterra dalle formule precedenti, sostituendo a p,q,r ivalori p|,q,,r; appena calcolati.
Otteniamo

P2=pi+3a)=(p+30°+(P+ 390+ 1) =
=(P+30(P+3a+r+39)) = +ip?=p,.

=]

Con calcoli simili si vede che anche 92 = q1,r; = r1. Quindi le proporzioni dei tre genotipi
restano costanti in tutte le generazioni successive. In altre parole, nel modello di Hardy-
Weinberg la popolazione raggiunge I’equilibrio genetico dopo la prima generazione.

1.18 Tra Est e Ovest vanno ripartite 26 carte di cui 5 atout. Se indichiamo con Asy L =0;554,5
P’evento “‘Ovest ha i atout’’, allora usando la distribuzione ipergeometrica

(D)G35)

P(4;) =
(i3)

eperi =2

—_— N
i it
?
Pk
(58]
w

ik

G)(

P(A,) =

=0.339

—~~
o]
[«

~

[AS]
w
(9]

che € la probabilita richiesta.

b) Se in Ovest vi sono 2 atout, allora la Q cadra con due giri di atout solo se in Ovest si trova
anche la Q (altrimenti essa sarebbe terza in Est). Dunque se indichiamo con C I’evento ‘‘la Q
cade con due giri di atout’’, la quantita P(C | Aj) non ¢ altro che la probabilita che la Q si trovi
in Ovest sapendo che Ovest ha due carte di atout. Quindi P(C|A,) = %

¢) Usando il metodo della partizione dell’evento certo:

5 5
P(C) = ZP(C NA;) = ZP(C]Ai)P(Ai)

i=0 i=0

(dove gli eventi A; sono quelli definiti in a)). In quest’ultima somma vi sono molti termini di
cui gia conosciamo il valore: sono note infatti le probabilita P(A;), le probabilita condizionali
P(C|A;) peri = 2 (calcolata in b)) e peri =0, 5 (uguali a 0 perché se Ovest possiede 5 atout
Oppure nessuno, la Q € quinta e non pud cadere con solo due giri). Inoltre per i = 1, ripetendo
il ragionamento del punto b), P(C|A,) = % poiché, se in O vi & un solo atout, la Q cadra solo
Se questo ¢ proprio la Q e cid si verifica appunto con probabilita % In modo simile si possono
calcolare le probabilita condizionali per i = 3,4, ma & pill semplice osservare che

P(CNA,) =P(CN Ay, P(CNA)=P(CNAy
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per motivi di simmetria: se Ovest ha 2 atout allora Est ne ha 3 e viceversa e la situazione tra
Est e Ovest ¢ chiaramente simmetrica. Lo stesso vale per i = 1, 4. Basta ora sostituire i valori
numerici:

133
P(A;) =P(A3) = = =0.339
(dg) =Pldy) =
13
P(A}) = —— =0.141
=15

P(C)=2(0.2-0.141 + 0.4 -0.339) = 0.328 .

d) Si tratta di ripetere gli stessi ragionamenti dei punti precedenti, solo che ora Est e Ovest
hanno insieme 3 atout. Se indichiamo ancora con A;,i =0,1,2,3 gli eventi ““Ovest ha i
atout’’, allora P(C N Ap) = 0 perché se Ovest ha 0 atout, cid vuole dire che la Q si trova in
Est insieme ad altri due atout e non cadra al giro successivo. Per lo stesso motivo, scambiando
i ruoli di Est e Ovest, P(C N A3) = 0. Dunque

P(C) =P(CNA)+P(CNA, =2P(CN A)) =2P(C|A)P(A)).

OraP(C|A)) = % perché se Ovest ha un atout la Q cadra solo se essa & uno di questi. Inoltre

_ QG _ 9
P(A)) = & = 57 =0391.

Quindi P(C) = % = 0.260. La probabilita & un po’ diminuita.

2.1 Supponiamo che il comportamento di ogni singolo passeggero sia indipendente da quello
degli altri e poniamo Z; = 1 se lo i-esimo passeggero si presenta alla partenza e Z; = 0
altrimenti. Il numero di passeggeri che si presenta alla partenza ¢ dunque lo stesso che il numero
di successi in uno schema di Bernoulli e dunque (Esempio 2.4) segue una legge binomiale.

I numero di passeggeri che si presenta su un volo in cui si & accettato il massimo di prenotazioni
¢ quindi una v.a. X, di legge B(22,0.9) per il primo tipo di aereo ed una v.a. X, di legge
B(11, 0.9) per il secondo. La probabilita di lasciare a terra almeno un passeggero nel volo da
20 posti vale

22 22
P(X, »21) = 6,94 .0.1 0.9%2 =0.339
iR <2l> * (22)

mentre vale

1ol

per Ialtro tipo di aereo. Il rischio & maggiore per il volo da 20 passeggeri.
e Il punto chiave della soluzione di questo esercizio consiste nel riconoscere che il problema
si puo ricondurre a un modello generale. In questo caso lo schema di Bernoulli.

11
P(X,=11) = ( )0.9“ =0.314

2.2 Se X indica il numero di volte in cui si ottiene il 6 in 7 lanci, allora X ~ B(n, é). Dunque

.
|
i
;
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a) la probabilita che in tre lanci il 6 sia uscito due volte & (3)i% = —757 = 0.07.
b) La probabilita che in » lanci il 6 sia uscito 2 volte &

UL H

Calcolando numericamente si vede che il massimo & raggiunto per n = 11 e n = 12. Pin
rigorosamente si sarebbe potuto fare uno studio della funzione r — #(r — l)( )2, che &
crescente fino a r = 11.49 e poi decrescente; cid implica che il massimo di Pn PUuO essere
raggiunto o per n = 11 o per n = 12 e un controllo diretto mostra che entrambi questi valori
realizzano il massimo. Per questi due valori la probabilita vale 0.296.

2.3 Supponiamo che i 24 operatori siano indipendenti. Ognuno di essi ad un dato istante si
trovera in uno stato di collegamento (che indicheremo convenzionalmente con 1) oppure no (0).
Quindi se X; indica lo stato dello i-esimo operatore, si modellizza il problema con delle v.a.
X1, ..., Xy, indipendenti e di Bernoulli B(1, p) con p = 0.6. Sappiamo che la somma di n
v.a. di Bernoulli indipendenti B(1, p) segue una legge binomiale B(n, p). Quindi il numero
totale di utenti collegati X = X + ... 4 X,, ha legge B(24, 0.6) ed il problema proposto non
¢ altro che il calcolo della probabilita

24
P(X >20)= Y (k )0.6"0.424_" =0.0135 = 1.35% .
k=20

2.4 a) I calcolo di p si riconduce alla distribuzione ipergeometrica: probabilita di estrarre
1 pallina dal gruppo formato dal solo elemento 67 e 4 dal gruppo degli altri 89 numeri in 5
estrazioni senza rimpiazzo:

5
= 2 = = 00556 = 856 %
®) T 18 .

Poiché & ragionevole supporre che le estrazioni di settimane diverse siano indipendenti tra loro,
sappiamo che il numero 7 di settimane che trascorrono fino alla prima estrazione del 67 segue
una distribuzione geometrica modificata di parametro p = ﬁ Dunque, ricordando il valore
della speranza matematica di una v.a. geometrica modificata (Esempi 2.41 e)), il numero medio
di settimane prima della prima estrazione &

1
E(T)=—=18.
P

b) In due modi: poiché le estrazioni di settimane diverse sono indipendenti, il numero di volte
in cui il 67 viene estratto in 30 settlmane si modellizza come il numero di successi in 30 prove
indipendenti con probabilita p = d1 successo in ogni singola prova. Il numero di estrazioni
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che contengono il 67 tra i numeri estratti & dunque una v.a. di‘legge binomiale B(30, p). La
probabilita di avere 0 successi & dunque

30
(0>(1 - p*=0.18=18%.
Alternativamente si pud osservare che, poiché il primo istante 7' di successo in uno schema

successo-insuccesso ha una distribuzione geometrica modificata, ricordando le regole di somma
delle serie geometriche (vedi il riquadro pag. 35),

S e g PR
P(T>30)_k§lp(1 p) Simdap = 1-»%.

¢) Ancora in due modi: indichiamo con A 1’evento ““il 67 non & uscito nelle prime 100
estrazioni’’ e con B e C rispettivamente gli eventi ‘il 67 esce entro la 101-esima estrazione”’ e
““i1 67 esce dopo la 130-esima estrazione’’. Per ottenere P(B|A) calcoleremo prima P(B¢ [A)
(qualche volta & piu facile calcolare la probabilita del complementare di un evento. . . ). In effetti

P(B° N A)
P(A)

L’evento B N A ha probabilita (1 — p)!°! (probabilita di ottenere 0 successi in 101 prove),
mentre, per lo stesso motivo P(4) = (1 — p)1%. Quindi

P(B|A) =1 —P(B°|A) =1 —

" (l_p)IOI
P(B|A)=1-P(B |A)=1—m=1-(1—P)=P

cioe la probabilita & la stessa che se le prime 100 estrazioni non avessero avuto luogo, un

fatto abbastanza intuitivo dato che le estrazioni sono indipendenti. Allo stesso modo si risolve
I'ultima parte del punto c):

_PCn4a _a-pW

By = = =y =1-p%.

Alternativamente se 7', come prima, indica il numero di settimane fino alla prima estrazione del
67, allora gli eventi A, B, C appena definiti si possono scrivere

A = {T > 100}, B ={T = 10}, C={T > 130}.
Per la proprieta di mancanza di memoria della legge geometrica
P(B|A) =P(T > 101|T > 100) = P(T > D=1-p
P(ClA) =P(T > 130|T > 100) = P(T > 30) = (1 — p)*® .

d) Il numero di volte in cui il 67 viene estratto in 50 settimane segue una legge binomiale

B(50, p) con p = % Dunque la probabilita che il 67 sia presente almeno 6 volte in 50
settimane vale

50

3 (50)pk(1 _ p)S0k
f=s W
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Si tratta di una somma di 45 termini che occorre calcolare numericamente. E utile osservare

che la relazione .
50 5
50 50
Z ( iy O g, Z p*(1 = p)°* =1-094=0.06
k=6 * k k=0 k

permette di ricondurre il calcolo alla somma di 6 termini solamente.

2.5 Indichiamo con A I’evento ‘‘viene scelto uno dei dadi truccati’’ e con B “‘viene scelto uno
dei dadi che non sono truccati’’. Naturalmente P(A) = P(B) = %

a) Con la formula delle probabilita totali (1.11) (A e B formano una partizione dell’evento
certo)

1

P(X =3) =P(X = 3|A)P(A) + P(X = 3| B)P(B) = 0

N =
N =
o
(9]

+

NI =

La speranza matematica di X & data da

6
E(X) = Z kKP(X =k) .
k=1

Conosciamo gia la probabilita di avere 3, ed anche quella di ottenere ognuno dei risultati
2,4,5, 6, che sara uguale a quella di avere 3. D’altra parte la probabilita di avere 1 sara

P(X:1)=1—P(X=2)—P(X=3)—...—P(X=6)=1—5-%:%~

Dunque
1 2
EX)==4+—=02+...+6)=3.
(X) 3+15(+ +6)

b) Se X e Y indicano i risultati del primo e del secondo lancio rispettivamente allora

P(X=2,Y=3)=P(X=2,Y =3|A)P(A) +P(X =2,Y =3|B)P(B) =

1 ( 1 = 1 ) .
~2\100 36/ 7 900 ‘
Viceversa se poniamo C = {X = 2, Y = 3}, la probabilita che si tratti di uno dei dadi truccati ‘ ‘ ' ‘
sapendo che i due lanci hanno dato 2 e 3 non ¢ altro che P(A|C). Per la formula di Bayes
P(C|A)P(A)
PAIC) = ——— .
(A|C) PC)

Abbiamo appena calcolato P(C) = % e sappiamo che P(A) = % Inoltre P(C|A) = ﬁ,
perché ognuno dei due risultati 2 e 3 ha probabilita 1"16 di essere ottenuto da un dado truccato.

In conclusione

900 1 9
PA|ICy= ——=—=10.26.
VBHD 17 200 34
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¢) No. Per mostrarlo basta trovare dej valorii, jtaliche P(X =i, Y = D#EPX =D)PE =
J). Ad esempio i e 3 2
1
P(X_2)P(Y_3)_E 5= 555 = 500
che ¢ diverso dal valore di P(X =2,Y = 3) calcolato in b).

e L’intuizione potrebbe spingere a rispondere immediatamente alla domanda c) che le va-
riabili sono indipendenti. Ma abbiamo gia visto (vedi il riquadro pag. 12) che in probability
Iintuizione, se non adeguatamente addestrata, pud portare a conclusioni errate. In questo caso
Ierrore consiste nell’aver trascurato il fatto che il risultato del primo lancio da informazioni su
quale delle due urne sia stata scelta.

2.6 Primo modo: consideriamo la v.a. T ="‘numero di tentativi necessari’’. La domanda posta
in questo esercizio non & altro che il calcolo della legge di 7. Per determinarla conviene prima
calcolare la quantita P(T > k) = | — Fr(k),dove Fp elafr. di T, per poi ricavare la densita
di T con la formula

(6.2) P(T:k):P(T>k—l)—P(T>k).

Ora la probabilita che la chiave giusta non si trovi tra le prime & & la stessa che la probabilita di
ottenere 0 successi in & estrazioni (senza rimpiazzo) su n oggetti, dei quali uno solo corrisponde
a “‘successo’’. Possiamo applicare la distribuzione ipergeometrica e si ha

0  m-nt k- n—k
alal b (B ~Ka-k=DI m " n

e usando la (6.2)
n—k+1 n—k 1

e n n n

c;vvero la probabilita di trovare la chiave giusta al k-esimo tentativo & la stessa per ogni k e vale
r Secondo modo: consideriamo un’urna contenente n — 1 palline bianche e una rossa e di
effettuare delle estrazioni senza rimpiazzo. La probabilita richiesta & chiaramente la stessa che
quella di estrarre la pallina rossa al k-esimo tentativo, Abbiamo gia visto (Esempio 1.30) che
questa probabilita non dipende da k e che vale 3—1

e I due modi in cui abbiamo risolto questo esercizio sono abbastanza diversi. Mentre il
secondo usa una tecnica tipica del calcolo combinatorio, il primo fa ricorso alla nozione di
funzione di ripartizione di una v.a. con un metodo di calcolo che useremo spesso nel seguito
(per calcolare la legge di una v.a. si determina prima la f.r., per poi usare la (6.2) o formule
simili). I primo metodo & certo pit semplice ed ¢ tipico soprattutto (ma non solo) per v.a. che,
come in questo caso, rappresentano tempi d’attesa.

2.7 a) Indichiamo con A, B e C rispettivamente gli eventi “‘il pezzo proviene dalla linea
A”’, “‘proviene dalla linea B’ e il pezzo ¢ difettoso”’. I dati del problema ci permettono di
affermare che

P(4)=03,  P(B)=07, P(Cl|A)=01, PC|B)=0.17.
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Inoltre gli eventi A e B costituiscono una partizione dell’evento certo (sono disgiurfti elasomma
delle loro probabilita vale 1). Dunque per la formula delle probabilita totali (1.11),

P(C) =P(C|A)P(A) +P(C|B)P(B) =0.1-0.3+0.17-0.7 =0.15.

b) Se consideriamo una scatola contenente 10 pezzi provenienti dalla linea A, allora ciascuno
di essi pud essere difettoso con probabilita 0.1. Possiamo inoltre supporre che ogni pezzo sia
difettoso oppure no indipendentemente dagli altri. Dunque il numero di pezzi difettosi in una
scatola di 10 proveniente dalla linea A si modellizza con una v.a. di legge binomiale B(10, 0.1).
Analogamente se la scatola proviene dalla linea B il numero di pezzi difettosi seguira una legge
B(10,0.17). Se ora indichiamo con C; I’evento ‘‘nella scatola vi & (esattamente) un pezzo
difettoso’’, allora avremo

10
P(CI|A):(1>0.1-0.99:10.0.1-0.99=o.39

10 5 g
P(C|B) = (| )0.17-0.83° = 10-0.17-0.83° = 0.32.

La probabilita che un pezzo difettoso provenga dalla linea A non & altro che la probabilita
condizionale P(A|C)). Per calcolarla si usa la formula di Bayes:

P(C,|A)P(4)

P(A|C)) = PC)
1

Nella frazione a destra nella formula precedente conosciamo tutte le quantita che intervengono
tranne P(C;). Il calcolo di questa probabilita ¢ perod facile, sempre usando la formula delle
probabilita totali (1.11):

P(C,) =P(C{|A)P(A) +P(C,|B)P(B) =0.39-0.34+0.32-0.7 = 0.341 .

Dunque
0.39-0.3
PIA|C))y = ————=0.343 .
@iy 0.34

Allo stesso modo

P(Cy|B)P(B) 0.32-0.7

= =0.657 .
P(C)) 0.34

P(B|C)) =

E quindi pill probabile che la scatola provenga dalla linea B.

2.8 a) La probabilita vale,,% (€ un caso particolare dell’Esempio 1.30)

b) Indichiamo con T il numero di carte necessario per ottenere il primo asso: dobbiamo
calcolare la legge di 7. Come abbiamo visto uno dei metodi possibili consiste nel calcolo
preliminare della f.r. oppure della ‘‘funzione di sopravvivenza’ k — P(T > k). E questo
spesso il caso quando, come ora, si ha a che fare con v.a. che rappresentano tempi di attesa. Ora
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Pevento {T > k} corrisponde al fatto che siano state girate k carte ottenendone 0 dal gruppo dei
4 assi e k dal gruppo delle altre 48. Possiamo quindi applicare la distribuzione ipergeometrica
che da o
bz » 1y = D)
(%)

e sviluppando i coefficienti binomiali

Pe=PT =k)=P(T >k—1)~P(T > k) =
48! (2—k+ D! (52—k)1y _ 48! /(52 —k+ 1) — (52 — k)1(48 — k + 1)
=E((4s—k+1)!"(4s—k)z)=5—2!( 48—k + 1) )=
=38_!<(52—k)![(52—k+1)—(48—k+1)])=4.ﬁ (52 — k)!
521 48 —k + 1)!

52! (48 —k+1)!
Per vedere per quali valori di k Dy € massima basta osservare che per ogni valore di k si ha

Pk _52—](

= — >

Py 49—k

e dunque la probabilita & massima perk =1.

2.9 Un attimo di riflessione mostra che la probabilita che tra le 24 figurine acquistate ve ne
siano esattamente k di quelle gia possedute & la stessa che la probabilita che in un’estrazione
senza rimpiazzo da un’urna contenente 60 palline di un tipo (corrispondenti alle figurine gia
possedute) e 40 di un altro, su 24 palline estratte ve ne siano k del primo tipo. La probabilita di
questo evento ¢ data dalla distribuzione ipergeometrica e vale

Sty
(5

Dunque la probabilita richiesta &
24 (60)( 40 )
k)\24—k
Z (100)
k=20 24

€ con un calcolo numerico si ottiene il valore 0.00594 — 0.594%. 11 numero medio di nuove
figurine non & altro che la speranza matematica E(X)dellav.a. X =““‘numero dinuove fi gurine’’.
La speranza matematica di una v.a. di legge ipergeometrica & calcolata nell’Esempio 2.42 ed
& vguale al numerc di “‘tentativ” (qui sono Z4) per Ia probabilita di successo in un singolo
tentativo (= % == %) OVVero

48
E(X) = 5= 9.6 .
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2.10 a) Supponiamo per semplicita i = 1 (per valori di i diversi da 1 procedimenfo e risultato
sono identici). Si tratta di calcolare

P(X;=1,8 =7)
PGS, =)

PCX; =1|8, =7%) =

Ser = 0 sivede subito che la probabilita condizionale vale 0, perché S, > X, e quindi gli eventi
{X, = 1} e {S,, = 0} hanno intersezione vuota. Altrimenti sappiamo gia che il denominatore
vale (") p" (1 — p)"~", poiché S, & binomiale B(n, p). Per il numeratore invece

P(X,=1,S,=r)=PX;=1,X,+...4X,=r)=
=PX,=1LX,+...4+X,=r—1)=P(X, = DP(Xy+ ...+ X, =r — 1) =

n—1 r—1 n—r n—1 r n—r
=pr p-p = pd-p
r—1 r—1

o) _r
P(X1=1|Sn:r)= 5 = —
) n
La legge condizionale di X, dato S, = r & di Bernoulli B(1, +-) (e non dipende da p).
b) Sfruttiamo la stessa idea del punto a). Se » > k abbiamo

e dunque

P(Sy =k S, =1)=P(S =k Sy +Xpyy+...+ X, =1) =
=PSp =k Xpii+...+ X, =r —k) =P(S,, =k}P(Xppy + ...+ X, =r —k) =

=™ k1 — gy k[T ok _ pyn—m—rtk _ (T n_m)’ _ o\ T
—(k)p(l p) (r_k>p (I-p) —(k>(r_k/p(1 p).

Quindi
_PSu=kS=n _ (D)%)
B(S,=r) @)

r

B(S,, = &[S, =%)

Riconosciamo una distribuzione ipergeometrica: P(S,, = k|S, = r) & uguale alla probabilita
di estrarre k palline di tipo 1 da un’urna contenente m palline di tipo 1 e n — m di tipo 2 in r
estrazioni senza rimpiazzo. Osserviamo ancora che la legge condizionale ottenuta non dipende
da p. Ricordando il valore della media delle v.a. ipergeometriche si ha immediatamente che la
media della legge condizionale di S,, sapendo che S, = r vale 2.

2.11 a) Il numero totale di telefonate ricevute dai due centralini & X + Y ed ha legge di Poisson
di parametro A + u = 6, per la regola della somma di v.a. indipes:denti di Poisson (Esempio
2.31). Dunque la probabilita richiesta &

62 63
P(X+Y53)=e_6<1+6+?+—6—):0.15.
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b) Se indichiamo con Px|x+y (-|n) la probabilita condizionale di X dato X + Y = n, allora,
sel 2k =<mn,

PX=kX+Y=n) _PX=k,Y=n-k) _

Pxx+y(kln) =

PX+Y =n)  PX+Y=n)
k n
_PX=kP¥=n—k < heriy ( ) )k( w )n—k
= PX+Y =n) B e= i) Btp)" ARl N+ '
La legge condizionale ¢ dunque binomiale B(n, T) La sua media & uguale a 'r‘“

¢) Per il punto precedente la probabilita richiesta vale

= ()36

Per determinare il valore di k per cui questa quantita & massima studiamo per quali valori di k
si ha

Pk
Poiché
By TE=B.

dallo studio della disuguaglianza si ha che

>1 perk=0,1
B a [:1 perk =2
P <1 perk=3.4,...

Se ne deduce che il massimo valore di Py, si raggiunge per k = 2 oppure k = 3.
d) La retta di regressione di X rispettoa X + Y & x = az + b dove

X XAY) Bk —aE®).

Var(X +7Y)
Ora
Cov(X, X +7Y) = Cov(X, X) + Cov(X, Y) = Cov(X, X) = Var(X) = A
[
=0
mentre Var(X + Y) = A + pu. Dunque
A
At pu
b= 2 A+wu)y=0
A TS

La retta dunque & x = i &
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e Se X e Y sono v.a. indipendenti e a valori discreti, la legge congiunta di X e X + Y si
calcola sempre con facilita, come in questo esercizio, usando la relazione

PX=kX+Y=n)=PX=kY=n—-k)=P(X=kP(Y =n—k).

2.12 a) Se indichiamo con X il numero di palline rosse estratte dalla prima urna, allora natu-
ralmente X ~ B(n, p). D’altra parte, se indichiamo con A 1’evento ‘‘la pallina estratta (dalla
seconda urna) ¢ rossa’’ allora naturalmente

k
PA|X =k)=—
n
perché se X = k, cid vuol dire che nella seconda urna vi sono k palline rosse su un totale di 7.

Possiamo ora usare la formula delle probabilita totali:

n

i k
PA)=) PAIX=HPX=k=) ;(”)pka —p k=

k=0 k=0 k
¢ ny n—k
=Y K, )Pta-pr=p.
k=0

dove abbiamo riconosciuto nella somma la speranza matematica di una v.a. B(n, p).
b) Si tratta di calcolare

PAIX =BPX =4

PIX = k| A) = o

Vediamo subito che la probabilita condizionale vale O per k = 0 mentre se k > 1

P(X =k|A)= l Z(_ (n)pk(l e p)n—k o <n - l>pk—l(1 _ p)n~k ]
pn\k k—1

La media della legge condizionale di X sapendo che A si € verificato &

E(X|A) = Zk(z ~ i)pk"u -pr.
k=l

Per calcolare questa somma conviene cercare di ricondursi alla somma che da la speranza ‘ ‘
matematica delle leggi binomiali; sostituendo i = k — 1 si ha

‘ n—1
1\ . '
E(X|A) = Z(i — 1)(71 : >pl(1 = p)n—z—l _
=0

n—l o . -1 1T . )
=Zf( . )p’(l—p)""“+2( ' )p’(l—p)"—'—‘=(n—1>p+1-

=media di una B(n—1,p)=(n—-1)p =]
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2.13 a) X non & altro che I’istante di primo successo in uno schema di prove ripetute indipendenti,
nelle quali ad ogni prova si ha successo con probabilita é. Sappiamo quindi che X & una v.a,
geometrica modificata di parametro = %, ovvero

P(X:k):é(g)k—l E=172...

Per lo stesso motivo ¥ & una v.a. geometrica modificata di parametro % = % Sappiamo che una
v.a. geometrica modificata di parametro P ha speranza matematica % (Esempi 2.41); dunque

E(X) =6, E(Y)=3.

b) Per calcolare la densita discreta dj Z conviene calcolarne prima la f.r. Poniamo per sem-

plicita p = % ey % Allora, poiché X e Y sono indipendenti,

P(ZSk):P(max(X,Y)5k):P(X§k,Y§k)=

k k

=1 i=1

1-(0-p* 1-(1-g) , . :
=l = I—(1-g)).
I-(-p {1-a=gp =0-U-p5%1-a-gh

=P
perk = 1,2, ... Dunque la densita di Z,sempreperk = 1,2,..., ¢ datada

P(Z:k):P(Zsk)—P(Zsk—l):
=1=0=-p"U = -9~ 1= (1 = pyy( — (1—g)* 1=
=1-(=p* = -k +1(1 - p)(1 — g+
=L+l = (1~ " < 1 - pi1 = I =
= To= k—1 e k—l_/ — o e k—l_
P —-p)'~ +4(1—yg) P +q9—ppIl - p)(1 - gq)]

=l-p—q+pg
Infine
o0
E(Z) = ka(z =k) =

k=1

ox o0 x
=D kp(l—pl 3 kg(1 — g1 — D2 KP+a-pg)1=p—gq+ pg)-! .

k=1 k=1 k=1

Riconosciamo-perd nella prima serie la speranza matematica dj X, cioé % = 6. Per lo stesso

: s L 1 _9
motivo la somma della seconda serie vale 7= 3 e quella della terza pTa—pg = - Dunque
9 27
E(Z)=6+3-2=2_.
(Z)=6+ 157
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¢) Usiamo il metodo della partizione dell’evento certo: gli eventi {Y = i}, al variare di
i =1,2,..., sono disgiunti e la loro unione ha probabilita 1, dunque *

o0 o x>
P(X > Y)=ZP(XZY,Y=i)=ZP(Xzi,Y:i)=ZP(Xzi)P(Y:i).
i=1 i=i =1
D’altra parte

PXzi)=) p(l-pf'=-p)y!

k=i

e quindi

e °] e9]
PX2¥) =) (1-p) Mgl -9/ =q ) [1-p)(1 -9 =
i =1

= 9 = 4
1-(Q=p)1l—¢q) p+q-pg

e sostituendo i valori p = é, g= % siottiene P(X > Y) = 3

2.14 a) Fissiamo una lettera i e consideriamo 1’evento A;=‘‘la lettera i viene usata’’. La
probabilita che la lettera i non venga usata come prima lettera della parola ¢ % =] — l
Poiché le apparizioni di una lettera nelle posizioni successive della parola sono indipendenti, la
probabilita che la lettera non venga mai usata sara (1 — ;)k Dunque

P(A) =1-(1-Lk,

Se k = n allora
PA)=1-1-L" - 1-el.

n—0oQo

b) Poniamo
o [ 1 sela lettera i-esima viene utilizzata
=

0 altrimenti .

Il numero X di lettere utilizzate & dunque X = X, + ...+ X,, e il numero medio richiesto &
E(X)=EX)+...+EX,) .

D’altra parte le v.a. X, ..., X, sono di Bernoulli e {X; = 1} = A;, dove gli eventi A; sono
quelli definiti nel punto a). Dunque E(X;) =1 — (1 — 1)k e

E(X) =n(l— (1 - k).

Pern =21,k = 100 si ha E(X) = 20.84; per n = 21, k = 50 si ha E(X) = 19.17.

i
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L}

Se la probabilita di apparizione della lettera i & P; allora la probabilita che la lettera i-esima
venga utilizzata diviene
P(A) =1—(1 - p)k

e dunque anche E(X,) = 1 — (1 — p,-)k, per cui
n
EX)=) (1—(1-p)b.
i=i

Con i dati numerici assegnati la somma vale

T (== +7- (1= =) +7.(1-1 = 1)'%) = 17.68.

2.15 a) Poniamo

s { 1 se lo i-esimo assicurato deve essere indennizzato
! 0 altrimenti .

Allora il numero totale di indennizzi nel corso del primo anno si modellizza con la v.a. X =
Zy+...+ Zy. Poiché le v.a. Z; sono indipendenti si ha X ~ B(N, p). Mase N & grande e
P piccolo, la legge di X si pud approssimare con una legge di Poisson di parametro A = Np.
Ripetendo lo stesso ragionamento si vede che anche Y & di Poisson di parametro A. Poiché si
suppone Y indipendente da X, allora Z = X + Y & di Poisson di parametro 2. Calcoliamo la
legge congiuntadi X e Z: se0 <k <m

P(X=k,Z=m)=P(X=k,Y=m—k)=P(X=k)P(Y=m—k):

- e—/\)‘_k g B — 2 A"
k! (m —k)! kl(m —k)!

mentre naturalmente P(X =k, Z =m) =0sem < k oppure k£ < 0.
b) La compagnia incassa ogni anno un ammontare pari a % PN e paga in indennizzi X - I.
Quindi in media il beneficio &

gpNI—[-E(X)z2pNI—pNI:%pN1~
¢) La probabilita richiesta si esprime, in termini delle v.a. X e Z come
PAX>2}U{Z>3)=1-P(X<2,Z<3) =
=1-PX=0,Z=0)-P(X=0,Z=1)-P(X=1,Z= I) = P(X =0,.Z = 2)
—P(X = 1,Z=2)—P(X=2,Z:2)—P(X:O,Z=3)7L
| —PX=1,Z=3)-PX=2,Z=3)=
=1—e*”(l+A(1+1)+A2(%+1+%)+/\3(%+%+%))-

Sostituendo il valore A = Np = 1 si ottiene che la probabilita richiesta vale 0.165.
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2.16 a) Dire che il programma deve accedere all’unita 1 significa dire che tra le 40 registrazioni
che gli sono necessarie ce n’¢ almeno una che si trova nel disco 1. Se indichiamo con Z, il
numero di file necessari all’esecuzione del programma che si trovano nell’unita 1, si riconosce
facilmente che Z, segue una distribuzione ipergeometrica ed in particolare, osservando che i
file in totale sono 3000 di cui 100 nell’unita 1, che

(0
o

P(Z,=i)= i=0,...,40

La probabilita che I’unita 1 sia necessaria all’esecuzione del programma vale quindi

(2)Ca) _
o)

p=P(Z >0)=1-P(Z,=0)=1-—
(6.3)

2900 - 2899 - . .. - 2861
=l = =0.745 .
3000 - 2999 - ... - 2961

b) Se Z indica il numero di file necessari che si trovano nell’unitd 1 oppure nell’unitd 2,
ripetendo il ragionamento del punto a), Z segue anch’essa una distribuzione ipergeometrica,
solo che ora considereremo i 3000 file suddivisi nelle due classi formate dalle 200 registrazioni
che si trovano in una delle prime due unita disco e dalle altre 2800. Dunque

() (o)
o)

P{Z =1) =

e la probabilita che una delle prime due unita sia necessaria vale ora

iley
wzp(z>0):l—P(Z=0)=1—W‘=

(6.4) 40

2800 - o
. 800 - 2799 2761 —0.938
3000 - 2999 - ... - 2961

Se indichiamo con A, I’evento “‘I’unita 1 & necessaria’’ e con A, I’analogo evento per 1’unita
2, abbiamo appena calcolato P(A; U A,), mentre la probabilitd che entrambe le unita siano
necessarie € P(A; N A,); ma dalla formula della probabilita della unione di due eventi otteniamo

P(A; N A;) =P(A;) + P(A,) — P(A, U A,) = 0.745 +0.745 — 0.938 = 0.552 .

¢) Le v.a. Y; sono di Bernoulli (prendono solo i valori 0 e 1) di parametro p = B =)=
0.745, calcolato in a). L’intuizione vorrebbe che le v.a. ¥; non siano indipendenti, perché se, ad
esempio, fosse Y| = 1 cio vorrebbe dire che almeno una delle registrazioni si trova nell’unita
1 e cio rende minore la probabilita che siano necessarie le altre unitd. Per rendere rigorosa
questa intuizione calcoliamo il coefficiente di correlazione: se esso risultera diverso da 0 cid
implicherachelev.a. ¥;,i =1, ..., 40 sono correlate e quindi non sono indipendenti e neanche
indipendenti a due a due. Il coefficiente di correlazione di Y, e Y, & per definizione

Cov(Y,Yp)  E(Y,) —E(Y)DE(Y,) ‘

Qnp, = Var(Y;) Var(Y,) Var(Y,) Var(Y,)
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Sappiamo gia che Var(Y)) = Var(Y,) = p(1 — p) ed inoltre che E(Y)DE(Y,) = pz, poiché
Y, e ¥, sono entrambe B(l, p). Resta da calcolare E(Y1Y;). Ma anche la va. Y,Y, & di
Bernoulli, poiché anch’essa puo prendere solo i valori 0 oppure 1. Resta dunque da calcolare
PY,Y, =1) = Py =1,% = 1). Ma quest’ultima non & altro che la probabilita che sia
'unita 1 che la 2 siano necessarie per 'esecuzione del programma e dunque vale 0.552 per il
punto b). In conclusione

0.552 — 0.7452
= 5745 0255 0016
che conferma I’intuizione iniziale di una correlazione negativa tra le variabili. Inoltre il valore
del coefficiente di correlazione, vicino a 0, indica che la dipendenza tra le variabili & abbastanza
piccola.

d) 1I calcolo della media di X secondo la definizione di speranza matematica richiederebbe
preliminarmente il calcolo della legge di X, che & abbastanza complicato. Si pud perd osservare
che X =Y, + ... 4+ Y3, e dunque E(X) = E(Y}) + ... + E(Y3) (la speranza matematica di
una somma di v.a. & sempre uguale alla somma delle speranze matematiche, anche se le v.a.
non sono indipendenti). Inoltre, poiché le Y; sono tutte di Bernoulli B(1, p) con p= 0,745,

E(X) =30 p=2235.

e Questo esercizio usa alcune idee di cui ci serviamo ripetutamente. Cilimitiamo a segnalare
il modo di calcolare la speranza matematica di una v.a. X scrivendo che essa & uguale alla somma
Kg oo X, dove Xy, .0 X,, sono v.a. di cui & facile calcolare la speranza matematica.
Talvolta questa idea & fondamentale: il calcolo della legge di X, necessario per applicare la
definizione di speranza matematica, puo risultare molto complicato.

2.17 a) Converra fare i calcoli scrivendo n al posto di 90. La probabilita che alla k-esima

estrazione si ottenga la pallina i -esima & naturalmente uguale a % (Esempio 1.30). In particolare,
scegliendo k = i si ha P(4;) = % Per studiare I’indipendenza degli eventi Ar i = Ly s B
conviene costruire esplicitamente uno spazio di probabilitd. Una scelta naturale puo essere
quella di porre Q@ =insieme delle permutazioni di n elementi. Con questo modello si ha
A; = {w, 0, = i}, ciog A; corrisponde all’insieme delle permutazioni che lasciano i allo
i-esimo posto. Ora

A]ﬂAZ:{a),wlzl,a)2=2}

e dunque A; N A, ha cardinalita (n — 2)! (la cardinalita delle permutazioni che lasciano fissi 1

e 2 ¢ la stessa che la cardinalita delle permutazioni di {3, ..., n}). Dunque
= 2)! 1
P(A N4y =2=2D _ ;
n! nn—1)
mentre sappiamo che P(A,)P(A,) = nlz Dunque gli eventi A;,i = 1, ..., n non sono a due a
due indipendenti e quindi neppure indipendenti.
b) Poniamo

X = [ 1 se si ha coincidenza alla i-esima estrazione
- 0 altrimenti .
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Allora X = X; + ...+ X, ed inoltre le v.a. sono di Bernoulli di parametro p =P(X; = 1) =
PlA;)= % Per la proprieta di additivita della speranza matematica

1
Dunque il numero medio di coincidenze & 1 qualunque sia il numero di palline nell’urna.

¢) Sempre con le notazioni del punto b), per la formula della varianza della somma di v.a.
abbiamo

(6.5) Var(X) = Y "Var(X)+ Y Cov(X;, X;) .
i=1 i, j=1
i#j

Sappiamo gia che Var(X;) = %( 1 = %), perché le v.a. X; sono di Bernoulli di parametro
Pras %; resta da calcolare Cov(X;, Xj) = E(Xin) — E(Xi)E(Xj). Quanto vale E(Xin)? La
v.a. X;X; & di Bernoulli di parametro p = P(X;X; =) =P(X; =1, X; =1); ma

dove gli eventi A;,i = 1,...,n sono definiti in a). Per motivi di simmetria la probabilita
di questi eventi non dipende da i, j (purché i # J) e sappiamo, dal punto a) che,scegliendo
l=1,7=2

1

(X, 2 =1 (AjNAy) o8 — 1

per cui
1 1

n(n—l)_n—z‘

Infine osserviamo che nella prima somma della (6.5) vi sono n termini, mentre nella seconda
n(n — 1). Dunque

1 1 1 1
Var(X) =n-~(1--) (- ) =1.
. e n i )n(n—l) n?
Anche la varianza del numero di coincidenze & uguale a 1 e non dipende dal numero di palline.
e Anche qui I’idea di scrivere X come somma delle X ; per calcolare la speranza matematica &
fondamentale. Il calcolo della legge del numero di coincidenze X , che & abbastanza importante
in combinatoria, & in effetti possibile ma non facile.

2.18 a) Definiamo i seguenti eventi:

A = {viene scelta I’'urna A}
B = {viene scelta I’'urna B}
R; = {alla i-esima estrazione si ottiene una pallina rossa}

N; = {alla i-esima estrazione si ottiene una pallina nera} .
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L}

Osserviamo che gli eventi A e B costituiscono una partizione dell’evento certo. Dunque la
probabilita richiesta vale

P(R;) =P(R; N A) +P(R; N B) = P(R,|A)P(A) + P(R,|B)P(B) .
Per come il problema ¢& stato posto & chiaro che deve essere
P(Ri|A)=1, P(RIB)=%, PA)=PB) =1

e dunque
PR) = §+4E=4(1+7).

b) Indichiamo con C I’evento ‘‘le prime due estrazioni danno palline di colori diversi’’.
La probabilita che in due estrazioni dall’urna A si ottengano una pallina rossa e una nera &
chiaramente 0. Invece il numero di palline rosse estratte dall’urna B in due estrazioni segue
una legge binomiale B(2, £). Dunque

P(C|A)=0

C e P o Pl =7)
P(CIB)—<1);<1‘;)“2 n2
P(C) = P(C|A)P(A) + P(C|B)P(B) = r(nn; 25

¢) Indichiamo con T la v.a. ‘‘tempo d’attesa della prima estrazione di una pallina rossa’’.
Dobbiamo calcolare la speranza matematica di T e per farlo ne calcoleremo prima la legge.
Ora, sempre con la formula delle probabilita totali (1.11),

P(T =k) = P(T = k|A)P(A) + P(T = k|B)P(B) .
Ma, poiché I’urna A contiene solo palline rosse,

1 sek=1

T: A =
" k| &) {O altrimenti

mentre

k—1 =
0 altrimenti

dove abbiamo posto p = ~ e dunque

E(T) =) kP(T =k) = ) _k(P(T = k|A)P(A) +P(T = k|B)P(B)) =
k=1 k=1
T S TR D L T
_2+2kz=;kp(1 P) _2(1+p)_2(1+r)

dove abbiamo riconosciuto nella serie la speranza matematica di una legge geometrica modifi-
cata, che vale appunto %.
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d) Poniamo E; = R;N...NR,. E; &1’evento ‘‘le prime k estrazioni hanno datd tutte palline
rosse’’. La probabilita richiesta non & altro che P(A| E}). Per la formula di Bayes

P(E¢|A)P(A)

P(A|E,) = PE,)

Ora P(E;|A) = 1 mentre P(A) = % Resta da calcolare P(E,). Ancora la formula delle
probabilita totali (1.11) da

P(E;) = P(E|A)P(A) + P(E, | B)P(B) .
N —
=1
Ma se I'urna prescelta ¢ la B gli eventi R, .. ., Ry sono indipendenti e dunque
P(Ey|B) =P(R||B)...P(R|B) = (”_z)"

e in conclusione P(E;) = (14 (5)%) e

1
P(A|E}) = G

Pern=12,r =4
1
143
e dopo qualche manipolazione algebrica si vede che perché sia

P(A|E,) =

1
>0.99
143
deve essere 3% > 99 ecioe k > 5.
2.19 a) Poniamo
B s { 1 selai-esima pallina finisce nella scatola 1 ‘ ‘ ‘ ‘ '
710 altrimenti .

La probabilita che una singola pallina finisca nella scatola 1 vale % poiché, per come il problema
€ posto, possiamo supporre che tutte le scatole abbiano la stessa probabilita di essere scelte.
Dunque P(X; = 1) = % e ciog X; ~ B(1, %). Inoltre le v.a. X, ..., X, si possono supporre
indipendenti.

Il numero di palline finite nella scatola 1 & dunque ¥ 1 =X +...+ X,; se nericava che Y,
¢ binomiale B(n, }) per cui la probabilita richiesta vale

PV, =) = (':) (%)'(1 - %)"'i .
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b) Indichiamo con Y;, Y,, ¥; il numero di palline che finiscono rispettivamente nella scatola
1, nella 2 e in una qualunque delle scatole dalle 3 alla r. Allora la loro legge congiunta &

multinomiale di parametri } } 1- % rispettivamente. Quindi

PY, =i Y, =)= l_'J_'(n_f’_tW(%)lG')j(l B é)n—-i—j .

2.20 a) Indichiamo con A I’evento *‘il messaggio proviene dalla sorgente A’’ e naturalmente
con B I'evento ‘‘il messaggio proviene dalla sorgente B’’. Indichiamo con C I’evento ‘‘un
messaggio di lunghezza 10 contiene 4 bit uguali a 1°°. Si richiede di calcolare P(A|C). Perla
formula di Bayes

P(C|A)P(A) '
P(C)

Se il messaggio proviene dalla sorgente A, allora il numero di bit uguali a 1 segue una legge

binomiale B(n, %). Dunque
10 1

Invece se esso proviene dalla sorgente B il numero di bit uguali a 1 seguira una legge B(n, %).

Dunque :
10 /1\4 6
reim = () GG

Per il calcolo di P(C) useremo la formula delle probabilit totali:

(6.6) P(A|C) =

P(C) = P(C|A)P(A) +P(C|B)P(B) =
1 /10 1 1/10\/1\4,3\6 1 /10\ 1 36
=3()m+3(0)EC) =3(D) s (+ )
e dunque, riprendendo la (6.6),

P(A|C) = =0.584 .

36 =
310

Poiché P(B|C) = 1 —P(A|C) = 0.416, la sorgente A ¢€ la piu probabile. Se fosse n = 100, la
(6.6) resta valida, ma ora

per cui

P(C) =P(C|A)P(A) + P(C|B)P(B) =

=3 (i) 73 (0) @ Q)" =5 () 7w 1+ 3w) |
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e quindi

1
P(A|IC) = = 0.968
= 3100

e la sorgente A ¢ di gran lunga la pil probabile.
b) Basta ripetere i calcoli del punto a) sostituendo P(A) = 0.3, P(B) = 0.7. Quindi

10\ 1 10\ /114 /316
HC):p«nAnnAy+mcunHB)=03~<4>gm+”7'(4)(1)(Z)'

Sostituendo nella (6.6) e semplificando

P(C|A)P(A 0.3
P(AIC) = “E AP - = 0376
P(C) 0.3+0.755
mentre per n = 100
P(C|A)P(A 0.3
P(A|IC) = 1A ): s =0.928.
P(C) 0.3+0.730

Quindi per n = 100 la sorgente A resta la piu probabile, mentre per n = 10 prevale il fatto che
a priori la pill probabile fosse B.

2.21 a) Lalegge delle v.a. X; & data da
Po=PX;=0)=1, p=PX;=1)=1, P=PX;=2)=]

mentre p; = P(X; = k) = 0 per gli altri valori di k. La funzione generatrice delle probabilita

di X; vale dunque
1 ¢ # 1 1\2
1/’(1‘)——4"“54' 1 —(5—}-2) .

b) Per il calcolo della legge della somma di v.a. indipendenti tra i metodi possibili vi & I’'uso
delle funzioni generatrici delle probabilita, che in questo caso sembra praticabile, visto che
la f.g.p. calcolata nel punto precedente ha un’espressione semplice. Poiché si tratta di v.a.
indipendenti, la f.g.p. ¥, di X, + ...+ X, vale

O =y = (3 + %)2 .

Per calcolare la densita di X, + ... + X, non resta che sviluppare la funzione ¥, (r) con la
regola del binomio °

2n

o= (06 - £ ()
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.

percuiP(X; + ...+ X, =k) = (2;(")3%7

L’osservatore acuto avrebbe anche potuto riconoscere che la funzione generatrice delle pro-
babilita di X; & quella di una v.a. binomiale B(2, §). Dunque X; ~ B(2, ) e X; +...+ X, ~
B(2n, 3).

2.22 a) Consideriamo le v.a.

¥, { 1 selo i-esimo lancio da testa
: 0 se da croce.

Le X; hanno tutte legge di Bernoulli B(1, p)elev.a. N, X{, X,, ... possono essere considerate
indipendenti. Il numero di teste ottenute si modellizza quindi mediante la somma aleatoria
X =X, +...4+ Xy, conl’intesache X = 0se N = 0. Per calcolare la legge di X possiamo
prima calcolarne la funzione generatrice delle probabilita ¢. Quest’ultima ¢ data dalla formula

V(1) = ¥y Wy, (1)

(vedi la Proposizione 2.66) dove ¥y e Yy, indicano le funzioni generatrici di N e di X;
rispettivamente. Ricordando i valori delle funzioni generatrici delle probabilita delle leggi di
Poisson e di Bernoulli si ha ¢y (z) = ete=D e ¥x, () =1 — p+ pt. Dunque

V/(t) = e)L(pt-l-l—p—l) g e)Lp()‘—l) .

Riconosciamo qui la funzione generatrice delle probabilita di una legge di Poisson di parametro
Ap, che ¢ quindi la legge cercata. Per lo stesso motivo Y & di Poisson di parametro A(1 — p).
e In realta il calcolo appena fatto era gia stato sviluppato nell’Esempio 2.67. Lo stesso
risultato si puo ottenere senza 1’uso delle f.g., come nell’Esempio 2.35.
b) Come al solito la prova dell’indipendenza di X e Y si riconduce al calcolo delle loro leggi
congiunte. Poiché X +Y = N,siha{X =k, Y =m}={(X=k,N=m+k}e

PX =k Y=m}=PX =k N=m+b)=PXi+...+ Xy =k N=m+k).
Poiché le v.a. N, X, X,, ... sono indipendentie X| + ...+ X, ., ~ B(m +k, p)

PX=k Y =m)=PX,+...+ Xpsx =k)P(N =m+k) =

_ (MR kg pymer A ap PR sy (L= PV
‘( k )p(l Ry iak T o
= P(X = k)P(Y =m)

e quindi X e Y sono indipendenti. In realta volendo essere precisi il calcolo precedente vale
solo quando uno almeno tra i numeri k e m € > 0. Se entrambi sono nulli il calcolo & comunque
immediato, tenendo conto del punto a):
P(X=0,Y=0)=P(N=0)=¢*
P(X = 0)P(Y =0) = e e 21-P) =g}
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2.23 a) Consideriamo, per cominciare, il caso k = 1 e poniamo

6.7) e { 1 se lg 1-€sImo errore non viene individuato

0 altrimenti
peri = 1,..., N. Echiaro che il numero di errori rimasti dopo il passaggio del primo revisore &
X| = Z+...+Zy. Poiché, per la natura del problema, si possono supporre le v.a. Ly s s Zy

indipendenti ed inoltre P(Z; = 1) = 1 — p, si vede subito che X, ~B(N,1-p).

Per studiare la legge di X, si pud osservare che X, & ancora una somma di v.a. Z; come
nella (6.7), solo che ora I’indice / varia tra 1 e X (numero di errori rimasti). Ovvero X, =
Z|+...+Zy,. Poiché possiamo supporre le v.a. Z; e X, indipendenti, sappiamo (Proposizione
2.66) che la funzione generatrice delle probabilita 1/’Xz ¢ data da

Ux,( ) =Vx, Yz, )=(p+U-p)(p+1A-pt)H =
e
f.g.p. di Z;

=(PQ-p)+U-pD" =(1-01-p?+0-pi)".
Si riconosce quindi che X, & binomiale B(N, (1 — p)z). Ci0 suggerisce che la v.a. X, abbia

legge B(N, (1 — p)X). La verifica rigorosa di questo fatto si pud fare per ricorrenza: se
X ~ B(N, (1 — p)b), allora Xip1 =Z;+...+ Zx, edunque

Ve O = Uy, Wz, @) = (L = (L= p* + (1 = prp + (1 — Py =

che € appunto la funzione generatrice delle probabilita di una v.a. B(N, (1 — pFth,
La probabilita che dopo il lavoro di  revisori restino ancora degli errori &

PX;>0)=1-P(X, =0)=1-(1-(1-p")".

b) Se supponiamo che il numero N di errori sia a sua volta aleatorio il ragionamento ¢ simile
a quello appena visto: il numero di errori rimasti dopo il lavoro del primo revisore &

X] :ZI ++ZN
Poiché la funzione generatrice delle probabilita di N & ¥ (z) = e*¢~1 quelladi X, &
wX (£} = wN(WZ (1)) = eA((IH—(l—p)t)—l) = e)\(lfp)(r—l)
1 1

e quindi X ¢ di Poisson di parametro A(1 — p). Analogamente la funzione generatrice delle
probabilitadi X, = Z, +... 4+ Zy, sara

x A1=p)((p+(1=p))—1 AMl=p)2(=1)
Ux, () =¥x, (Y7, () = e PYp+A=p)=1) - M1=p)

per cui X, ¢ di Poisson di parametro A(1 — p)2. Per ricorrenza, come nel punto a) si vede che
X, & di Poisson di parametro A(1 — p)*.
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Con i valori numerici assegnati X5 segue una legge di Poisson di parametro A(1 — p)? =
300 - 10~3 = 0.3. Dunque la probabilita che restino degli errori €

P(Xy > 0) =1 —P(Xy =0) =1 —¢7%% =0259 =25.9%.
Il numero medio di errori rimasti &
E(X3) = A(1—p)®=03.

2.24 Perché una funzione g sia la funzione generatrice di qualche v.a. X occorre che siano
soddisfatte alcune proprietd: essa deve intanto essere sviluppabile in serie di potenze con un
intervallo di convergenza che deve contenere [— 1, 1]. Inoltre tutti i coefficienti py dello sviluppo
devono essere > 0, poiché deve essere p, = P(X = k); infine deve essere g(1) = 1, perché
g) =P =1
Da quest’ultima condizione si vede che c, se esiste, deve essere uguale a (log %)'1 =
—(log2)~!. Per questo valore di ¢ si ha, ricordando lo sviluppo in serie di potenze della
funzione z — log(l — 2),
o0

1
gD =) n2"log2 -

n=1
e g & dunque realmente una funzione generatrice (tutti i coefficienti dello sviluppo sono > 0).
Se X & una v.a. avente funzione generatrice g, allora

n

PX=n)=——"7—"
( . n2"log?2
La media di X si calcola facilmente osservando che g & derivabileinz =1e
; 1 1
EX)=g()=——""—| =75"

2 —-2)log2lz=1 log2

3.1 a)Lav.a. X prende i suoi valori, con probabilita 1, nell’intervallo [0, 10]: infatti P(0 <
X <10)= F(10)— F(0) = L.

b) Laf.r. F & derivabile a tratti con derivata continua. Dunque X ha densita che si ottiene
derivando la f.r. La densita & dunque data da

21_51 se0<t<5
fO=7-Lr+% se5<r=<10
0 altrimenti .

La densita f & lineare a tratti ed il suo grafico & dato dalla Figura 6.3.

Figura 6.3
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¢) La simmetria del grafico della densita di X suggerisce immediatamente il vélore di E(X).
Ad ogni modo il calcolo da

+o00 5 1 10 1 2
E(X) = tfdt = | —+t2dt oo PR m p gl e
) /_oo 7t /025 +/5(25 +5)
125 1000 125 100 25

3.25 3.25 3.25 75 5

3.2 a) Calcoliamolaf.r. di Z = X2; poiché ladensitadi X &€ > O solopert > 0,siha Fy()=0
per ¢t < 0, mentre per t > 0 essa vale

Viog N
P(X?<1)=P(X <) = / e gy = e , =1- gt
0

Riconosciamo la f.r. di una legge esponenziale di parametro 0%.
b) Calcoliamo la f.r. di W; sfrutteremo il fatto che conosciamo gia laf.r. di X2. Se0 < ¢ < 1

P X/ <) =P(X? > —6logr) = ©@1o80/0 —
Dunque W ¢ uniforme su [0, 1].

e Da notare, in questo esercizio, il calcolo della densita di una v.a. eseguito passando prima
per il calcolo della f.r.: & un metodo semplice e che & possibile applicare in molti casi.

3.3 a)Siha
+o0 +00 c
/ f)ydx= c/ e gy = —

A
o) r Ar

e dunque, poiché I’integrale deve valere 1, ¢ = Ar*.
b) Calcoliamo lafr. diY:set >0

!

re
P(Y <) =P(log% <1) =P(X <re’) = Arl/ gl gg

= —%((e’r)")‘ — r_)‘))\r)‘ =1—eM,

Y ¢ dunque esponenziale di parametro A.

e Un calcolo tipico che viene richiesto durante la soluzione di molti esercizi & il seguente:
viene data una funzione nella forma k - g(x) e si richiede di determinare & in modo che x —
k-g(x) siauna densita di probabilita. La costante k & sempre determinata dal fatto che I’integrale
della densita deve valere 1 e dunque

ke (/g(x)dx)_l .
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3.4 Poiché la funzione tangente ¢ monotona nell’intervallo | — %, 12’-[, il calcolo della f.r. di ¥
¢ immediato:

Fy(y)=P(tanX < y) =P(X <arctany) =P(X €] — 2, arctan y]) = #(arctany +3)
e derivando

fr) = m

3.5 a) Se indichiamo con T, T», T; i tempi di vita dei singoli elementi, & chiaro che T =
min(Ty, T, T3). 1l punto-a) si riduce quindi al calcolo delle legge del minimo di tre v.a.
indipendenti di cui si conosce la legge. Questo problema si puo risolvere passando per il
calcolo della f.r. Fr di T, oppure, che & lo stesso, di 1 — F. Ricordando che la fr. di una v.a.
esponenziale di parametro A vale, se ¢ > 0,

t
F(1) =A/ €M ds = | — M
0

si ha facilmente, per r > 0,

1- FT(t) = P(min(Tl, Tz, T3) = t') — P(Tl =it T2 = 15 T3 < t) -
=P(T| > )P(T > H)P(T; > 1) = e Me Mg~V — g=(+u+y)t

Lava. T ha quindi la stessa f.r. di una v.a. esponenziale di parametro A + p + y. E quindi
anch’essa esponenziale con questo parametro e

E(l)= = 1.67.

Atp+y

b) Se T e W sono i tempi di vita di ognuno dei due componenti in parallelo, il tempo di vita
del complesso formato dai due componenti non & altro che X = max(T, W). Calcoliamo la frr.
Gx diquestava. Set >0

Gx(®) =Pmax(T,W) <t) =P(T <t, W <t) =P(T <t)P(W <1) = (1 —e~AFtutniy2
mentre G x (t) = 0 per ¢ < 0. Da quest’espressione si ricava per derivazione la densita gdiX:
B =Gy' 1) = 20 4+ phe PR () —gCbidty

se t > 0, mentre naturalmente gy (¢) = 0 se ¢ < 0. Infine

+00 +00 +00
E(X) = f tgx(®)dt =204+ pu+ y)</ te=Otuty)t g, _/ re— 20yt dr) -
0 0 0
I 1 2 1
ik ywu+u+yﬂ QQ+M+VW> Atp+y 200+pu+y)
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¢) Possiamo ancora dire che il tempo T di vita del complesso della Figura 3.17 & uguale
a min(7y, T, T3), dove perd ora T; & il tempo di vita del componente formato dai primi tre
elementi in parallelo, T, quello formato dal secondo elemento, T; quello formato dagli ultimi

due in parallelo. Ripetendo i ragionamenti del punto b) per calcolare la legge del max di variabili
aleatorie, si ricava facilmente

PT =n=(1-e? Phsn=1-e*, PTy<n=(-e7).
Ripercorrendo i metodi del punto a) per calcolare la legge del min di v.a. abbiamo
P(T>0)=P(T > )P(T, > HP(T3 > 1) = (1 — (1 —e )} e (1 — (1 —e7')?).

Dunque, sviluppando con un po’ di pazienza il quadrato e il cubo si ottiene che la funzione di
ripartizione G di T & data da

1-=G(@) =P(T > 1) = (3e™ —3e™M ey e HI (e V1 _ =201y =
= 6e_()‘+“+y)’_66—(27\+M+V)f+26—(35\+ll-+)/)1_36—(A+M+2y)f+3e-(2k+/1+2y)r_e—(3k+u+2y)r

e dunque la densita &

8O =G'(t) = 6+ pu+ y)e~OHtNt _ 6005 4y 4 y)e~@rtutriy
2030+ p+ y) eI _ 3G 4y 2y e Mbut2nny
F3QA+ e+ 2y) e AN _ (33 4y 4 9y) e Chbut2yn

da cui, ricordando I’espressione della speranza matematica di una legge esponenziale,

+o00
E(T) = / g() dr =
0

6 6 2 3 3 1
Atp+y 2h+p+y 3r+pu+y A+u+2y 2A4+u+2y 3r+pu+2y

II calcolo numerico da il risultato E(7) = 3.26, sensibilmente migliore che nel caso b).

e Da segnalare in questo esercizio il calcolo della legge del massimo di due v.a. indipendenti
effettuato determinandone prima la f.r. Per calcolare la densita del minimo invece si opera in
maniera del tutto analoga usando la funzione di sopravvivenza 1 — F.

3.6 a)
+0o0 9 +00 +00
E(X)= / Ko g P gy ——xe—"Z/e’ —f—f e~ /9 gy
0 6 0 0
=0
L’ultimo integrale si calcola con il cambio di variabile % = % in modo da ricondurlo a quello
5 .
die=*"/2;

-/‘+Ooe,_x2/gdx - £/+oce_y2/2dy _ __\/-_(?_ f+meﬁ.)72/2dy e _@ /27_[ = ____‘77"0
0 V2 Jo 392w 2.3 2
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Per ottenere la varianza calcoliamo prima il momento del second’ordiné
2 it 2
E(X%) =< / e P dx .
6 Jo

L’integrale si pud fare per parti oppure con il cambio di variabile x2 = y riconducendolo a
quello di una densita I'(2, 3):

] e 1
E(X?) = —/ ye P dy = —6?T(2) =6
6 Jo 6
e quindi

Var(X) =E(X?) —EX)*=6(1-%).

b) Una v.a. Y & di Cauchy se ha densita

fr(y) = m

Perché Y abbia speranza matematica finita deve essere assolutamente convergente I’integrale

+00

Y
f ety .
oo (LS

L’integrando perd per |y| — oo tende a zero in modulo come ly|~! e Iintegrale non & dunque
assolutamente convergente. Y quindi non ha speranza matematica finita.
c¢) La speranza matematica ¢ finita se e solo se € convergente I’integrale

+o0 +00
f x-x 0D gx = / x*dx
2 r

ecioe se A > 1. Se A > 1 si trova immediatamente

+o0 Ar
" A=1

+00 A A
EX) = )»r)‘/ xtdx = ety g
- A—1

Perché la varianza sia finita occorre invece che sia convergente anche I’integrale
400 +o00
/ £ 0D gy = / M gy
r ' 4

e cioé che sia A > 2. In questo caso si ha

+00 Ar?
P A=

+00 X A
E(X?) = Art / S T
3 k=1
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e dunque la varianza vale .
ar? A2r2 a2 — 12— A22(0 -2
Var(®) s B~ B = e e o o =) .
A—2  (h=1)2 (. = 350, — 1P
_ Ar?
T A=2(r-1)2

Per A — +00 la media tende a r, mentre la varianza converge a 0.

3.7 Basta osservare che la va. X —Y = X + (—Y) segue una legge N (0, 2) e dunque
%(x —Y) ~ N(0, 1). Dunque

P(X > Y):P(X—Y>O)=P(%(X—Y)>O)=1—<I>(0)=%
mentre allo stesso modo
P(X>Y+3)=P(X~Y>3)=P(HX-1)> ;)=

=1- <1>(5%) =1— &(0.35) =0.36.

3.8 Se il modello normale & valido, la probabilita che uno studente ottenga un voto superiore
al 24 & pari a P(X > 24), dove X ~ N(21, 9). Ma sappiamo che si puo scrivere X = 3Z + 21,
dove Z ~ N(0, 1). Dunque

P(X>24)=PBZ+21224)=P(Z>22)=PZ>1)=1- ()

dove @ indica la f.r. di una legge N (0, 1). Uno sguardo alle tavole da il valore ®(1) = 0.84.
Dunque la probabilita richiesta ¢ 1 — & (1) = 0.16.
Allo stesso modo la probabilita che uno studente ottenga un voto < 17 &

P(X<17)=PBZ+21 <17 =P(Z < 52)=P(Z < -1.33) = &(-1.33) =
=1-®(1.33) =1—0.908 = 0.092 .

La probabilita che uno studente non ottenga la sufficienza alla prova scritta & del 9.2%.

e L’argomento chiave di questo esercizio & il fatto che se X & N (i1, o'2), allora si pud scrivere
X =0Z + p,dove Z ~ N(0, 1). Questo metodo, che consiste nel ridursi sempre al caso di
una legge N (0, 1), ¢ quello che conviene usare sempre per calcolare quantita legate alle leggi
normali.

3.9 La probabilita che un individuo abbia un’altezza superiore ai 190 cm & P(X > 190) dove
X ~ N(175, 81). Ma sappiamo che si pud scrivere X = 9Z + 175, dove Z ~ N(0, 1). Dunque

P(X >190) =P(Z > B%51B) =Pz > 3) =1 - &(1.67)
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dove @ ¢ la fir. di una v.a. N(0, 1). Uno sguardo alle tavole da ®(1.66) = 0.95 e dunque
1 — ®(1.66) = 0.05. La percentuale d’italiani di statura > 190 cm sarebbe del 5%. si
Allo stesso modo la probabilita che un italiano sia riformato alla visita di leva sarebbe

P(X <153) =P(Z < 5By =p(z < -2) = (~244) = 0.008 .

P
Dunque la percentuale di reclute scartate sarebbe dello 0.8%. f;
3.10 La probabilita che una bottiglia risulti insufficientemente riempita & P(X < 730). Osser-
viamo di nuovo che si pud scrivere X = 0 Z + p con Z ~ N(0, 1). Dunque 4
P(X <730) =P(0Z + p < 730) = P(Z < %=s) g
Uno sguardo alle tavole ci informa che, perché questa probabilita sia inferiore a 0.002, occorre
che sia 73_(;:& < —2.88, ovvero u > 730 + o - 2.88 = 802. Se invece la varianza fosse
o2 = 400 si otterrebbe w > 787.6. P

3.11 a) k deve essere scelto in modo che ’integrale di f valga 1, ciod deve essere uguale

all’inverso di
+00
/ x3e %2 dx e
0

In questo caso perd basta riconoscere che f & una densita I' (4, %) e dunque k = 5 11 5= 5;15

b) X 4 Y ha legge I'(8, %), per la regola della somma di due v.a. Gamma indipendenti.
Sappiamo inoltre che in generale la v.a. aX ha densita 2

1 X
Jax@x) = I—a-lf(z) :

Dunque nel nostro caso : .

1 x —kx3 —x/4
fzx(x)~5fx(§)— > ©

7"

ovvero 2X e I"'(4, %).

3.12 a) Laf.r. si calcola con il cambio di variabile s¢ = u, as® ! ds = du: set > 0

3

t t
F(t) = / hoes® L= gg = / re My =1—-eM,
I 0 0

Per mostrare che f € una densita occorre calcolarne I’integrale e mostrare che esso vale 1. Ma, !
poiché gia abbiamo calcolato la f.r., basta osservare che

+00

t
f(s)ds:t_leoo/-wf(s)ds=t_1)iEl°°F(t)= [

—00
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b) Se X & esponenziale di parametro A, ricordando i valori delle costanti per le leggi Gamma,

si ha .
E(X’S) = )\/ te=Mdr = Al L 1)~
0

ABHL T B

Per calcolare la legge di X# usiamo il solito metodo della funzione di ripartizione: se G ¢ la
f.r. di X2 allora, per ¢ > 0,

Gt)=P(XP <t) =P(X <t/B)y=1—eM"*
da cuisi vede che X* & di Weibull di parametri A e o = ,; (ha la stessa f.r.). Dunque una v.a. Y

di Weibull di parametri A e « & della forma X!/%, dove X & esponen21ale di parametro A; essa
ha dunque media

r'a+4)
B(Y) = B(X'/*) = —=°
Per la varianza, evidentemente
B(Y") = B(X%*) = [+
¥°) =EX7") = 3

F(1+2)-T(1+1)?

s g
Var(Y) =E(Y*) - E(Y)* = 22/

c) Basta osservare che I'(142¢) — I'(1 +1)? & la varianza di una v.a. di Weibull di parametri
A=lea=1le¢ quindi si tratta di una quantita positiva.

3.13 a) Sappiamo che se X ~ N(u, o2) allora Z = X — w~ N, c?). Sappiamo pero che i
momenti di ordine dispari delle leggi normali centrate sono tutti nulli, quindi

E(X -w»H=EZ*=0

e dunque y = 0. In effetti in questo calcolo abbiamo utilizzato unicamente il fatto che le
v.a. normali hanno una legge che & simmetrica rispetto alla media, cioé sono tali che X — e
—(X — w) hanno la stessa legge. Per tutte le v.a. con questa proprieta si ha

E[(X — 1)) = B[—(X — )*] = —E[(X — )°

per cui E((X — ,u)3) = 0e y = 0. Tutte le v.a. simmetriche intorno alla media hanno dunque
indice di skewness = 0. (
b) Ricordiamo che per una v.a. X ~ I'(«, A) il momento di ordine k vale

tla+k) (@+k=D@+k—2)...n

B(XY) = M) AK
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ovvero per i primi tre momenti:

a(a+1)
2z

a4+ D(a+2) .

E(X) = 3

,  EB(X% = E(X3) =

>R

Sviluppando il binomio di terzo grado (qui 4 = )

B((X — w)®) = E(X3) = 3E(X?)u + 3E(X)u’ — p’ =
1 (e + D@ +2)— 3a%(a + 1) +3a® — o) =

a3
= (0?4 3a+2 -3 — 30 +2°) =

200

-3
D’altra parte la varianza vale 0% = % per cui
2

33 ~1/2

a3

In particolare I’indice di skewness non dipende da A e quello di una legge esponenziale I'(1, 1)
¢ sempre uguale a 2. Osserviamo anche che la skewness di una legge I" & sempre positiva, il che
& in accordo con I’intuizione (il grafico delle densita & sempre come nella Figura 3.18, almeno
pera > 1).

c) Useremo sempre lo sviluppo del binomio di terzo grado, ma occorre ora calcolare il mo-
mento del terz’ordine di una legge di Poisson. In effetti gid conosciamo i momenti di ordine
uno: E(X) = A e di ordine due: E(X?) = Var(X) + E(X)? = A + A%. Il momento di ordine
tre pud essere ottenuto in modi diversi: intanto direttamente con la definizione:

3 rem 3 M Ao M Ao o AT
E(X?)y =@~ k> — =e" k — e i+1)y — =
I; k! g k—1)! ; i!

- .
)\'l

=k Y P+ 4+ D)= =AAR2FA+20+ D =23 +322 4
oy i!

Oppure anche derivando, a scelta, la funzione caratteristica oppure la funzione generatrice dei
momenti. Ricordiamo che, per quest’ultima, si ha (vedi la (3.63))

d? 3
(6.8) ) mmx(O) =E(X"):

La funzione generatrice dei momenti di una v.a. di Poisson di parametro A ¢ (Esempio 3.55 b))

my (@) ==V
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Derivando pazientemente

d

2gmx©) = aglehe =D

d? 6 2,204 A€ 1
252 = (" +2%e%)e il

&’ 6 2,20 336 A (e?
ﬁmx(B) = (Ae? + 322e% + A3yt D

da cui, ponendo 6 = 0,

d3
E(X¥) = —=myx©0) =A+322+ 13,

do3
Finalmente
E((X — %) = E(X®) = 3E(XH)u + 3EX)u? — p® =
ST 5 CEB R TSR VS L )
e quindi

s %

)’=m

3.14 a) Se X ~ N(0, 1), ripetendo i calcoli dell’Esempio 3.56,

sX 1 s s 2
EEe™)=—= e e gy =
VZJT [—oo

1 0" 4 2 2 2 1 S 2 2
— —5 (x—s) §502 . 54/2 —y=/2 — a2
= — e 2 dxe =, =@ ———f e dy=1e .

V2 iE t o/ 2 o
T 00 Tt g [od)

bl) Se Y & lognormale di parametri € o2, allora Y = eX, dove X ~ N(u, o?); d’altra
parte sappiamo che si pud rappresentare X = o0Z + u, dove Z ~ N(0, 1). Dunque, per il
calcolo precedente

E(Y) = E(eX) = E(e7ZH) = ete” /2

Per la varianza invece calcoliamo prima
E[(e¥)?] = E[e?X] = E[e2¢Z+1M] = e2he20”

e dunque

Var(eX) = e2he20’ _ (e"“e"z/z)2 = e2Heo’ (e"2 -1).

I
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0.9 ey N

Figura 6.4 Grafico della densita lognormale per diversi valori di o2 e u = 0. Danotare che al crescere
di o2 1a media cresce, come si & visto nell’esercizio, mentre la moda (cio¢ il punto di massimo della
densitd) diventa pit piccolo. Sempre per u = 0, la mediana vale 1 per ogni valore di o2.

b2) Se Y ¢ lognormale di parametri u e 02eZ ~ N(0, 1), allora
P(Y <2) =P %™ < 2) =P(Z < L (logz — )
Poiché P(Z < x) = % seesolosex =0,sihaP(Y <z) = % se e solo se z = e#, che dunque
& il valore cercato della mediana. La mediana dunque non dipende da o2 e, se si tiene fisso

il valore di u e si fa variare o2, la media cresce al crescere di o2, mentre la mediana rimane
costante (vedi anche la Figura 6.4).

3.15 Nella risoluzione di questo esercizio supporremo che il lettore sappia come simulare le
v.a. N(0, 1) e le esponenziali, come indicato nel paragrafo 3.10.

xz(n) ¢ la legge della somma dei quadrati di n v.a. N(0, 1). Bastera quindi simulare n v.a.
N(0, 1) indipendenti X, ..., X, dopo di che X? + ... + X2 avra legge x2(n).

I'(n, 1) ¢ la legge della somma di » v.a. indipendenti ed esponenziali di parametro A. Queste
si ottengono considerando che, se X & uniforme su [0, 1], allora Y = —% log X ¢ appunto
esponenziale di parametro A.

Allo stesso modo per ottenere una v.a. I'(3, 1) si possono sommare n v.a. indipendenti
ciascuna di legge F(%—, A). Per ottenere ciascuna di queste basta osservare che & 1"(%, A) la

legge del quadrato di una v.a. N(0, —=) (Esempio 3.35).
V2)

3.16 a) La v.a. Y & a valori discreti (interi > 0). Inoltre & chiaro che Y = k se e solo se
k < X <k + 1. Dunque

k+1
PY =k}=Pk<X<k+1)= k/ M = oM g AMEHD  ME g7),
k

Si pud riconoscere che ¥ ha legge geometrica di parametro p = 1 — e e quindi media

—A

e
] —g=4
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b) Simulare una v.a. esponenziale & facile, poiché ¢ esponenziale di paramétro A la v.a.

X = —)1\ log U, dove U & uniforme su [0, 1]. Abbiamo ora visto che & geometrica la v.a. | X,
che si calcola facilmente a partire da X. Occorre solo scegliere A in modo che sia p = | — e A,
cioé A = —log(1 — p). Dunque la procedura di simulazione & la seguente:

1) Sisimula una v.a. U uniforme su [0 1]

2) Si pone

X:LmlogUJ

che ¢ allora geometrica di parametro p.

3.17 a) Il calcolo delle leggi del massimo o del minimo di v.a. indipendenti & stato visto varie
volte nei Capitoli 2 e 3. Ricordando che la fr. di una v.a. esponenziale di parametro A &
Fit)=1—e™ pert > 0, mentre F(¢t) =0 pert <0, lafr. di X(3) ¢ data, sempre per t > 0,

da
GO =PX3 <t)=P(X; <t,X, <t,X3<t) =
=P(X; < HP(X, < t)P(X3 <1) = (1 —e )3

da cui derivando si ottiene la densita di X3y set>0,g(t) = G'(r) =3re™ (1 —e )2 (per
t < 0 naturalmente g(r) = 0). La speranza matematica di X 3 vale dunque °

+00
E(Xg3) = 3,\/ te™M(1 —e )21 =
0
+00 3 I Iy 1
=gy —)J_z-ZA[ —3At A=l = =) = oD
/0 He i 3+3) 6%

Per il calcolo della legge di X (1) invece, se H ne indicalafr. et > 0,

HO) =1-P(Xgy >0 =1~P(X;>1,X,>1,X3>1) =
=1-P(X;>1)P(X, > )P(X3>1) =1 —e ™M |

Quindi X}, & esponenziale di parametro 3 ed ha media ﬁ
b) Per ¢ fissato poniamo, peri=1,2, 3,

; { 1 seX; <t
: 0 altrimenti

allora le v.a. ¥; sono indipendenti e di Bernoulli di parametro p = P(X; <) =1 —e™M,
Poiché Z, = Y| + Y, + Y3, allora Z, ~ B(3, 1 — e~*),

¢) L’idea per il calcolo della f.r. K di X (2) consiste nel collegare la f.r. di X5 con la legge
di Z,, dato che gli eventi {X@) <t}e{Z, > 2} sono uguali. Quindi, per ¢t > 0,

K®)=P(Xp <)=P(Z,22)=P(Z,=2)+P(Z,=3) =
=31 -e 2™ (1 -3,
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Derivando
k(t) = K'(t) = 6re™ M (1 —e™)

per cui la speranza matematica di X (2) vale

S At 5
E(X(5)) = 6A te " (1l=-eM)dt = —-
X)) /0 el =e™) =

Poiché E(X,) = {, E(X,) > E(X3)).

d) Seindichiamo con X, X, i tempi di vita dei due elementi, il tempo di vita del componente
formato dai due elementi in serie & dato da min(X 1» X;) ed il tempo medio & la speranza
matematica di questa v.a.; ripetendo il calcolo fatto in a) per determinare la legge di X ;) si vede
facilmente che la legge di min(X,, X,) & ancora esponenziale ma di parametro 22, per cui la
sua media vale %

e) Se indichiamo con X 1» X5, X3 il tempo di vita di ciascuno degli elementi, allora chiara-
mente il tempo di vita del componente & dato da X (2) € sappiamo dal punto c) che

5
E(Xp) = o

3.18 a) Calcoliamo la f.r. di Z: passando in coordinate polari si ha, perz >0,
F@)=P(Z<7)= P((X, Y) si trova nella palla di centro 0 e raggio z) =

2
= ik e~ 20P 0 gx dy = L‘/‘ ”de /Z C_QZ/ZQdQ —1—e2/2
2 {x2+4+y2<z2) 2 0 0

da cui derivando si ottiene la densita di Z: f;(z) = ze=%"/2 se z > 0, mentre f(z) = 0 per
z < 0. Uno sguardo al paragrafo 3.8 mostra che si tratta di una densita di Weibull.

b) Abbiamo appena calcolato la f.r. di Z. Dunque la quantita richiesta &

PZ>1)=1-F,(1)=¢"172,

3.19 La prima probabilita richiesta si pud scrivere P((X, Y) € A) dove A & la regione del piano
formata dai punti (x, y) tali che xy > % Limitandoci ai punti che hanno entrambe le coordinate

positive, si vede facilmente che si tratta della regione al di sopra dell’iperbole della Figura 6.5.

A

Figura 6.5
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La probabilita richiesta & dunque I’area della porzione di quadrato che si trova in A, ciog il
valore dell’integrale

1

L= = dx:l(l—log2).
U ~gla=g

1
1 2x

1 1
/dx/ dy=/
2 e
P(XY < 1.X> 1

P(XY < 71X > 1) = Px = D)
2

&)

Inoltre

La porzione della regione {y < ﬁ, x> %} che & contenuta nel quadrato & quella ombreggiata
nella Figura 6.6. La probabilith condizionale P(XY < %[X > %) ¢ dunque uguale all’area
della superficie ombreggiata divisa per P(X > %) = %, cioe

! & I 1
2/ dxf dy=2/ — == Tog 2,
% 0 %4}‘ 2

Figura 6.6

Allo stesso modo si calcola I’ultima probabilita condizionale richiesta

PXY =1 &9 ‘
P(XY =L s 9)= - 4 .
R S I T 37 1t

La probabilita al denominatore & pari all’area della porzione di quadrato che si trova sotto la

retta y = 5 (ed & quindi i), mentre il numeratore & uguale all’area della superficie ombreggiata
nella Figura 6.7. Quest’ultima vale

) 3 I x 1 1
/4‘”/% dy:/%i(z—a)dng(l—logZ)

e quindi

1
P(XY > ¥ >2)=§(1—-10g2)¢
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Figura 6.7

e I due esercizi precedenti illustrano come il calcolo della probabilita di eventi legati a pid
v.a. siriconduca spesso a quello dell’integrale della densita congiunta su opportune regioni del
piano, ovvero, nel caso di densita uniformi, al calcolo di aree.

3.20 a) Dobbiamo calcolare la probabilita

P(X, < min(X,, X3)) .
Cio si pud fare calcolando prima la densitad f di min(X;, X3). Una volta effettuato questo
calcolo, indicando con f, la densita di X, potremo scrivere

69) P(X, < min(X,, X)) = /A £ty FG) iy

dove A = {(x, y); x < y} C R? & I'insieme dei punti del piano che hanno 1’ascissa pitl piccola
dell’ordinata. Tutto quindi si riconduce al calcolo di f e dell’integrale della (6.9). Se0 <7 < 1
e Findica la fr. di min(X,;, X3), allora

1 - F(t) =P(min(X,, X;3) > 1) =P(X; > )P(X5 > 1) .
Poiché

1
P(X1>t)=P(X2>t)=/ ds=1-t
t

sihal — F(t) = (1 —t)%. Quindi F(t) = 1 — (1 —1)?, per 0 < t < 1, mentre, naturalmente,
F(t)=0set <0e F(t) =1set > 1. Ladensita di min(X;, X3) si ottiene per derivazione:

2(1—1) se0<t<l1
0 altrimenti .

fo=r@=|

Riprendendo la (6.9) e ricordando che la densita f> di X, vale 1 su [0, 1] e O fuori di [0, 1], si
ha infine

1 y
P(X,< min(X,, X3)) = /A @) f()dxdy =2 fo (1—y)dy fo da =

L 2 1
=2 l—y)dy=1—-==-.
Ay( y)dy 33
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b) Se si suddividono i 30 numeri in terzine si vede che in tutte il numero di mezzo ¢ pil
piccolo sia del primo che del terzo. Se il generatore fornisse numeri aleatori uniformi su [0, 1] e
indipendenti, la probabilita che in una singola terzina il numero in mezzo sia minore degli altri
due sarebbe % La probabilita che cid succeda per dieci terzine & quindi 371 = 1.7.10-5. Un
valore cosi piccolo fa almeno sospettare che i numeri aleatori successivi non siano indipendenti.
Il generatore aleatorio quindi meriterebbe qualche controllo.

3.21 a) Se indichiamo con X, X,, ... gli intervalli di tempo tra le telefonate successive, allora
il tempo di arrivo della seconda telefonata e ¥ = X 1 + X;,. Y ha dunque una legge I' (2, A), e
la sua f.r. & (vedi la (3.50))

Fy(t) = [1—e—“(1+m set >0
¥ 0 altrimenti .

La probabilita richiesta & dunque 1 — e~2(1 + 2) = 0.59.

b) Occorre determinare la legge condizionale di X j dato Y = T. Per fare cid useremo il
solito metodo di calcolare prima la densita congiunta di X i € Y, che sara ottenuta con il teorema
di cambio di variabile. La v.a. (X 1, Y) si ottiene infatti da (X 1» X») mediante la trasformazione
lineare associata alla matrice

la cui inversa &

La densita congiunta di (X, X,) &

A2e720H) sex >0,y >0
(x, )={ . .
Foey 0 altrimenti .

Poiché det A = 1 la densita di (X1, ¥) = (X, X; + X;) & quindi
gx.y) = fFAATI() = fx.y —x).

g(x, y) ¢ dunque = O se x < 0 oppure y < x, mentre vale A2e—*> perx > 0, y > x. Ladensitd
condizionale di X dato Y vale

8(x,y)
fr»

Essa ¢ nulla se x non si trova nell’intervallo 10, y[ e in questo intervallo vale

8x,y(xly) =

= A2e=hy 1
8x, |y (x]y) = By =3
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Dunque la distribuzione condizionale di X, dato ¥ = y & semplicemente la distribuzione
uniforme su ]O, y[. La probabilita che la prima telefonata sia giunta dopo il tempo % sapendo

che la seconda ¢ giunta al tempo 7 & uguale a %

3.22 a)Perché f sia una densita occorre che sia

+o00 u 2 +00
/f(mv)dudv:c/ duf —-lie_"z/gvdv=£/ we ™0 qu =1.
0 o 0 6 Jo

L’ultimo integrale dell’espressione precedente si calcola per parti (vedi comunque il punto a)
dell’Esercizio 3.2). Esso vale dunque %, per cui deve essere
2
c=—-
6
b) Uno dei modi possibili per mostrare che le v.a. U e % sono indipendenti consiste nel
calcolo della loro densita congiunta, per poi verificare che questa si pud scrivere come prodotto
di due funzioni, ciascuna delle quali dipende solo da una delle variabili. Il calcolo della legge

congiuntadi U e % si puo fare osservando che

(U, 7)=90W.V)

dove ¢ ¢ la funzione ¢ (u, v) = (u, %); questa funzione & certo infinite volte derivabile per
u > 0,v > 0: se essa fosse anche invertibile e la sua inversa derivabile potremmo calcolare
la densita congiunta g di U e % con il teorema di cambio di variabile negli integrali multipli,
grazie al quale si ha che

(6.10) g(x,y) = f(¢7'(x, )l det D~ (x, y)| .

Le tappe successive per mostrare che U e % sono indipendenti sono dunque le seguenti: prima
occorre mostrare che ¢ ¢ invertibile e calcolarne 1’inversa (ovvero calcolarne 1’inversa, il che
provera che ¢ ¢ invertibile). Poi bisogna calcolare il differenziale DciJ'1 (che in questo caso &
una matrice 2 x 2) e il suo determinante. A questo punto potremo calcolare la densita congiunta
g tramite la (6.10) e verificare che essa & il prodotto di una funzione della sola variabile x
moltiplicata per una funzione della sola variabile y. Come si vede si tratta di un programma
abbastanza complesso, ma nel quale ogni singola parte non presenta grosse difficolta.

Per calcolare I’inversa di ¢, fissati dei valori x € y dobbiamo determinare dei numeri u € v
tali che ¢ (u, v) = (x, y). In altre parole dobbiamo risolvere rispetto a u e v il sistema

|

che da facilmente u = x, v = f Dunque ¢~ (x, y) = (x, i). E immediato ora il calcolo del
differenziale di ¢!

=x
=J

el &

B

)

» 1 0
D¢ (x,y)=<l )
b4

y





[image: image55.jpg]ne
do

a)

iel
to
oc

er
re
1i,

1a
1€

ta

1a

el

Esercizio 323 303

percuidet D¢~ (x, y) = — 3"—2 Abbiamo quindi calcolato tutte le quantita che compaiono nella
(6.10). Sostituendo i valori trovati dobbiamo pero ricordare che f(u,v)&¢=0a meno che non
sia 0 < v < u. Dunque otteniamo f(¢~!(x,y)) = f(x, 3) =0amenochenonsiay > le
x > 0. In conclusione ’

22x oy X x
g(x,y) = 5?6 = 1{x>0}(x)1{y>1}()’) ; ;5 =
——
=f(p~' (x.¥)) =|det D¢~ (x, )]
4 D 1
= 9—2x3e X /91{x>0}(x) "v—:,; 1{y>1)(y)

funzione della sola x funzione della sola y

edunque U e % sono indipendenti.

e Il metodo di calcolo della densita congiunta (a cui si ¢ talvolta condotti per provare
I’indipendenza di due v.a.) con l'uso il teorema di cambio di variabile negli integrali mul-
tipli, illustrato in questo esercizio, & un tecnica che risulta utile in molte situazioni. Si tratta
di un calcolo piuttosto complesso ed al quale conviene ricorrere solo quando non ci sono altre
possibilitd. Uno sguardo pil da vicino mostra pero che le diverse tappe del calcolo sono relati-
vamente semplici: calcolo dell’inversa ¢! (spesso 1’operazione pit difficile), calcolo del suo
differenziale e del determinante di quest’ultimo, sostituzione dei valori nella (6.10).

3.23 Ricordiamo che la media di una v.a. esponenziale di parametro A ¢ %

a) Poniamo A = Tld’ i = é. Indichiamo con S; e S, i tempi di vita di ciascuno dei due
elementi che compongono il secondo componente. Se T ¢ il tempo di vita di quest’ultimo,
allora T, = max(S;, S,). Se supponiamo che S; e S, siano indipendenti allora ¢ possibile il

calcolo della f.r. di 75:

P(T, <t) =P(max(5;, $,) <t) =P(§; =1, 5, <1) =
=P(S; <HP(S, <1)=(1—e )2,

Derivando otteniamo la densita di T»: f,(¢) = 2ue ™ (1 —e ™) pert > 0, f,(r) = O per
t < 0; possiamo quindi calcolare la media

+00 1 3

+00 2
E(T2)=/ tf2(t)dt=2uf te ™™ —e M dt =" - —=_"—=9,
0 0 uoo2p 2u

I1 secondo componente dura in media meno del primo.

b) Indichiamo con 7; il tempo di vita del primo componente e con f; la sua densita. Se
A = {(x, y), x > y} allora dire che T} > T, ¢ lo stesso che dire che (T}, T;) € A. Dunque, se
come appare ragionevole supponiamo che 7 e T, siano indipendenti,

P(T; > T,) =P((T}, T,) € A) = /A i@ L) dxdy =

i
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+00 X .
= / )»e‘“dx/ 2ue M1 —e ™M) dy =
0 0

+00
. 1231 =) — (1 —e ¥ Jdx =
/0 e (( g i=)= ([l.=e ))x

to 2\ A
= )\f (e——Ax e 2e—(k+u)x +e—(k+2u)x) o= siem el ==
3 Atp o A4+2m
25
== =048
52

Quindi, nonostante in media duri pid, la probabilita che il primo componente resti funzionante
pitt a lungo del secondo & minore di %

e Da segnalare in questo esercizio il calcolo della probabilita di eventi della forma {7} > T}
effettuato usando la densita congiunta, che & un metodo di uso frequente.

3.24 a)Idati del problema permettono di affermare che la densita condizionale di ¥ dato X = x
deve essere fy| x(|x) =xe " pery = 0¢ fy| x(y|x) = 0 altrimenti. Poiché conosciamo
anche la legge di X, possiamo calcolare la legge congiunta di (X, Y), da cui potremo ricavare
la legge di Y, che ne & una marginale, e poi la legge condizionale di X dato ¥ = y. La legge
congiuntadi (X, Y) ¢

= A aa—(A+y)x
fu40=fﬂmﬁm@u>={wwxe ;b
0 altrimenti .
Calcoliamo la densita di ¥ come marginale di f. Per y <0 fy(y) = 0, mentre per y > 0

+00 p +00 B pd F(Ol e 1)
== — o~ (A+y)x = Sl R E
fy(}’)—foo fxyde= F(a)/o x%e dx = T@) Gty

o aA®
Tyt

Il valore dell’integrale & stato ottenuto immediatamente riconoscendo che I’integrando €, a meno
della costante, una densita I'(¢ 4+ 1, A + y).
b) Y ha speranza matematica finita se e solo se & convergente I’integrale

+00
I
y.
./0 (A + y)ot!

L’integrando tende a 0 per y — +o0o come y~“ ed & quindi convergente se € solo se & > 1.
Quindi Y non ha speranza matematica finita se @ < 1. Se invece o > 1, integrando per parti si

ha
E(Y)=aka/+oo_y_dy____ﬂ_+°°+/+oo_£_dy=
*“Jo  (+yetl (A+y)*lo o (A+y°
Ay ——
=0

v | A+ y)e-l

y 1 ]+0° A
0 _a—l'
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c) Lalegge condizionale di X dato Y = y, y > 0, si ottiene facendo il quoziente tta la densita
congiunta e quella di Y, cioé

a+1
Fxyxly) = Ll s e
al'(a)

per x > 0, mentre & uguale a 0 per x < 0. Riconosciamo che la legge condizionale ¢ una
I'(a + 1, A 4+ y). Quindi la sua media vale %}l

o Due sono gli aspetti interessanti di questo esercizio: in primo luogo come si usano i dati del
problema per ricavare le leggi marginali e/o condizionali delle v.a. che si considerano e come
da queste si ottiene la densita congiunta; poi come dalla densita congiunta si riesce a calcolare
tutto il resto.

3.25 a)Lav.a. X — Y si puo scrivere
X-Y=X+(-Y).

Le v.a. X e —Y sono ancora indipendenti ed inoltre —Y ha legge N (0, 1). Per la regola della
somma di v.a. normali indipendenti, X — Y ha legge N (0, 2).

b) Per calcolare la legge di (X, +/2Y) basta osservare che X e V2 Y sono ancora v.a. in-
dipendenti. La prima & N (0, 1) mentre la seconda ¢ N(0,2). Dunque la densita congiunta
€

2 2
(x,y) = ———e~* 12g77 /4

Avremmo anche potuto osservare che il vettore aleatorio (X, V2 Y) segue una legge normale
multivariata, essendo una funzione lineare del vettore (X, Y). La sua legge risulta determinata
dal fatto che la matrice di covarianza &
1 0
K =
0 2

come risulta dal calcolo delle varianze di X e +/2 Y e dal fatto che X e +/2 Y sono indipendenti
e quindi non correlate.
Per il calcolo della legge di (X, X — Y) le cose sono un po’ pitt complicate perché non si pud
dire che X e X — Y siano indipendenti. Possiamo prendere in considerazione tre metodi diversi:
i) Osserviamo che (X, X — Y) & una funzione lineare di (X, Y), cioé

(+%¢)=( 5)G)

Se poniamo

I
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allora la matrice A ¢& invertibile e, per il teorema di cambio di variabile negli integrali multipli
(vedi Esempio 3.23), la densita di (X, X —Y)e&datada

S

glx,y) =

dove con f indichiamo la densita congiuntadi X e Y, cioé

(611) f(x, y) = i e—x2/2 e_y2/2 —_ i e_(x2+y2)/2 .
2 2
Oradet A = —1, mentre
=141 A
L[ Dy
e

Dunque la densita di X, X-Y)¢
1

— 1@ -2xy4y)

s i L e
’ 2 2

Riconosciamo qui la densita di una legge normale multivariata, anche se restano da identificare
media e matrice di covarianza.

ii) Un altro metodo consiste nel calcolo della funzione caratteristica di (X, X —Y); ricordando
che X e Y sono indipendenti si ha

¢(X,X—Y) (61 , 92) = E(eielxeiQZ(X—Y)) = E(ei(91 +92)Xe—i92Y) ==

= ¢x(6) + 6,)py (—6;) =~ @ +62)2/24—62/2 '

Quindi conosciamo la funzione caratteristica della legge congiunta, da cui si pud ricavare la
densita. Chi vuole pud provarci, noi tralasceremo questo calcolo perché il terzo metodo, che
ora vediamo, rispondera a questa domanda in maniera semplice.

iii) I due metodi precedenti non fanno uso di alcune proprieta delle leggi normali che invece
sono alla base dei ragionamenti che faremo ora. La proprieta fondamentale delle leggi normali
multivariate & che applicazioni lineari trasformano leggi normali in leggi normali. La coppia
(X, Y) halegge normale centrata e di matrice di covarianza / (la matrice identita 2 x 2). Anchela
v.a. (X, X —Y), che & una funzione lineare di X e ¥ , ha dunque legge normale. Per individuarla
bastera determinarne media e matrice di covarianza. E chiaro che E(X)=E(X-Y)=0e
dunque anche (X, X — Y) & centrata. Per Ia matrice di covarianza C basta osservare che

Var(X) =1
Var(X —Y) = Var(X) + Var(-Y) =2
Cov(X, X — Y) = Cov(X, X) —Cov(X,Y)=1.
— —_————
=Var(X)=1 =0
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Dunque
11
°=(i 2)

Avremmo anche potuto ricavare la matrice di covarianza C mediante la formula

o arab f1 BN 1_(11
aha b ‘(1 —1)(0 —1)”\1 2)

(1 indica sempre la matrice identita
1 0
=5 1)

che € la matrice di covarianza del vettore (X, Y ¥

In conclusione (X, X — Y) ha legge N (0, C). La densita, che abbiamo gia calcolato in a)
con il teorema di cambio di variabile, si pud riottenere osservando che la densita di una v.a.
N(0, C) & data da

X X

ICTIORE S e ‘
g(-xv y)_ 27T\/(Wexp( 2<C (v)’(y)” :

Il calcolo delle marginali si fa immediatamente, poiché sappiamo che X ~ N(0, 1), vV2Y ~
N(0,2), X —Y ~ N(0, 2). In particolare le due v.a. X, X-Y)e (X, «/fY) hanno le stesse
distribuzioni marginali ma leggi congiunte diverse.

Per calcolare la legge condizionale di X dato X — Y = z possiamo usare la definizione,
secondo la quale

g, 2)

8x-y ()

dove g indica la densita congiunta di X e X — Y, appena calcolata. Dunque

8xix-y(x12) =

1 L2 oy 3 1 i i 2
6.12 Exix—y(x|2) = —= e 2 —2242) /A _ ___ o—(xP-x2—3 %) .
(6.12) 8xx-y(x]2) " =

In generale perd conviene ricordare che per le leggi condizionali di variabili congiuntamente
normali valgono le (3.84) e (3.85), ciog se U e Z hanno legge congiunta normale, allora la legge
condizionale di U dato Z = z & ancora normale di varianza

) _ Cov(U, 2)*
a° = Var(l)) _—Var(Z)
e media Cov(U. 2)
ov(U,
uw=EWU)+ W(Z —~E(Z)) .

Nel nostro caso, incui U = X e Z = X — Y, la densita condizionale x — 8xix-v(x|2)
¢ dunque normale di media u = £ e varianza o? = % Un calcolo diretto mostrerebbe che
I’espressione di questa densita & data proprio dalla (6.12). Questo secondo modo di derivare
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la densita condizionale, che vale solo per le v.a. congiuntamente normali, & pill pratico, ad
esempio perché fornisce immediatamente il valore della media condizionale, £, che altrimentj
avrebbe richiesto il calcolo diretto della media della densita data dalla (6.12).

¢) Per mostrare che X — Y e X + Y sono indipendenti useremo ancora i tre metodi i), ii) e
iii) usati in b).

i) Si calcola, con il teorema di cambio di variabile, la legge congiuntadi X — Y e X + Y ¢
si mostra che la si puod spezzare nel prodotto di due funzioni che dipendono ciascuna da una
sola delle variabili. La coppia (X — ¥, X + Y) si ottiene applicando a (X, Y) la trasformazione
lineare data dalla matrice

P ( 1 -1 )
1 1

La densita congiunta g di (X — ¥, X + Y) & dunque

. 1 —1/z
gz w) = |detA|f(A ()

dove f & la densita congiunta di (X, Y), che & data dalla (6.11). Poiché det A = 2, si ha

' 1
()
2

di modo che A™!(?) = %(z + w, —z + w); sostituendo si ha

B =D =

1 11 2 2 I _gesiny 1 b _utm
g(z’w)ZEeXp(_i'Z[(Z+w) +(—z+w) ]):Z;e 1@ +w = 2?/4g—w?/

che appunto si scrive come prodotto di una funzione che dipende dalla sola variabile z e di una
che dipende dalla sola variabile w.

ii) Un secondo criterio d’indipendenza si basa sulle funzioni caratteristiche: se indichiamo
con ¢x_y, @y, y € ¢ rispettivamente le funzioni caratteristiche di X — ¥, X + Y e della loro
congiunta, le v.a. X — Y e X + Y sono indipendenti se e solo se

(6.13) ¢(917 92) = ¢x_y(91)¢x+y(92)
per ogni 81, 8, € R. Ma questo si verifica facilmente: poiché le v.a. X e Y sono indipendenti,

= B (X—NO0+X+1)0)y _ g (i XO1+62)+i¥ (62-61)y
¢(6,,6,) = E(e ) =E(e i=
E(e!X@1+62)) B (i 62-0)) — o= 36146273 (6:-61)% _ 6] o~67 _

=¢x_y(0)bx1y(6,) .

dove I'ultima uguaglianza viene dal fatto che X — Y e X + Y sono entrambe N (0, 2). Quindi
il criterio d’indipendenza (6.13) & verificato.

iii) Il terzo criterio d’indipendenza che ora vedremo & il piu semplice, ma si applica solo
alle leggi normali (mentre i metodi dei punti i) e ii) valgono per v.a. aventi densitd continue
qualunque, ed anzi ii) si puo usare anche con v.a. discrete). In effetti sappiamo che se due v.a.
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hanno legge congiunta normale e sono non correlate allora sono indipendenti. Qra X — Y e
X + Y hanno certo legge congiunta normale perché, come abbiamo gia osservato, la coppia
(X =Y, X +Y) si pud ottenere da (X, Y) con una trasformazione lineare e (X, Y) ha legge
congiunta normale. Inoltre le due v.a. sono non correlate perché

Cov(X - Y, X +Y) =Cov(X, X) +Cov(X, Y)+ Cov(-Y, X) + Cov(-Y, V) =10
=Var(X)=1 =0 =0 =— Var(Y)=—1

Il fatto che X — Y e X + Y siano non correlate si pud vedere anche calcolando la loro matrice
di covarianza C con la formula

c-a=(1 (1129

Poiché C ¢ diagonale le due v.a. sono non correlate.

e Questo esercizio mette bene in evidenza alcuni fatti che rendono semplici i calcoli con le
leggi normali:

a) La proprieta che la somma di v.a. (reali) normali indipendenti & ancora normale con media
pari alla somma delle medie e varianza uguale alla somma delle varianze.

b) La proprieta che trasformazioni lineari trasformano leggi normali in leggi normali. Questo
fatto & particolarmente utile perché la legge cercata rimane determinata non appena si sappiano
calcolare matrice di covarianza e media (che in questo esercizio era sempre uguale a0). Il calcolo
della matrice di covarianza si fa facilmente o calcolando una peruna varianze e covarianze oppure
usando la formula che dice che se la v.a. m-dimensionale Z ha matrice di covarianza CyreAe
una matrice n x m, allora la v.a. W = AZ ha matrice di covarianza Cw = ACzA* (A* ¢ la
trasposta), il che riduce il calcolo della matrice di covarianza a quello di un prodotto di matrici.

¢) Per ultimo ricordiamo che esistono formule molto semplici che danno, per v.a. congiun-
tamente normali, le leggi condizionali (vedi le (3.84) e (3.85)). Esse in particolare danno
immediatamente il valore della media condizionale (che non ¢ altro che la media della legge
condizionale e che quindi & data dalla (3.85)).

Ad ogni modo, come mostra lo svolgimento di questo esercizio, si possono usare anche i metodi
di cambio di variabile e di funzioni caratteristiche, anche se i calcoli sono meno immediati.

3.26 a) Calcoliamo la f.r. di T. Indichiamo con A I’evento *‘il pezzo prescelto ¢ stato prodotto
dalla prima linea’’ e con B I’evento *‘il pezzo prescelto ¢ stato prodotto dalla seconda linea’’.
A e B hanno probabilita p e g rispettivamente, mentre, condizionalmente a A e B, T halegge
esponenziale di parametri A e u rispettivamente. Dunque, ricordando 1’espressione della f.r.
delle leggi esponenziali si ha, per r > 0

P(T <t) =P(T <t|A)PA) +P(T < t|B)P(B) =
=p(l—e M) +g(l—e™)=1—pe™ —qe M,

Naturalmente la f.r. & nulla per ¢ < 0. Derivando si ottiene la densita di 7', che vale

fy= {Pke‘” +que™ set>0
0 altrimenti
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e quindi .
+00 P q
E(T) = / t(pre™ +quePydr == + 1.
0 Au
b) Si tratta di calcolare P(A|T > s). Con la formula di Bayes si trova

_P(T >5|4)P@A) pe s _ p
~ P(T>s)  pe™iygehs  pigewhs

PA|T > s)

Per s che tende all’infinito, ricordando che supponiamo . > A, questa probabilitd tende a 1 e
dunque pill s & grande e pil & probabile che il componente provenga dalla linea A.

3.27 a) Se Z e W sono i tempi d’esecuzione della prima e della seconda fase rispettivamente,
il tempo di esecuzione totale & T = Z + W; basta ora ricordare che la speranza matematica di
una v.a. esponenziale di parametro A vale %, per cui

E(T) = E(Z) + E(W) = 11" 4 %

b) Se A = u possiamo usare la proprieta di somma delle leggi gamma: T & dunque I'(2, 1)
e, per x > 0, ha densita

f(x) = A2xe ™ |
Se invece A # u calcoliamo la densita di T con la formula

+00
fx) = [ fox — 1) dt

dove f| e f, sono densita esponenziali di parametri A e u rispettivamente. Ricordando che le
densita esponenziali sono uguali a 0 per valori negativi della variabile, si ha

X

X
fx)= Au/ e MeHENgy — A,ue"“‘f e~ A-mig —
0 0

A e H¥ (1 ~ g~ Gy N @ —e 0y,
A—u A—pu

¢) La probabilita che il programma, dopo aver girato un tempo s, non sia terminato ancora al
tempot 45 e

P(T >t+s,T>5) _P(T>t+s)_ 1—-F(t+s)

PT >1+5|T >5)= P(T > s) P >s)  1-F()

dove F élafr. di T. Calcoliamola:

t A a0
F(f)=/- E e —eMydr= 2 ey B (1—e™)=
q % A—p A—pu

re Mt _ ,U,C_M

A—p

=1

n

s

t
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dunque
e—/x(H—,\') o ’ue—)\(rﬂ)
P(T t4+3|T 55) =
AeTHS — pe—hs
Sostituendo i valori numerici si hanno i valori 0.42 pers=1,038 pers = 2.

d) La probabilita che la prima fase non sia ancora terminata, sapendo che il programma stesso
¢ ancora in corso al tempo s, ¢ la probabilita condizionale P(Z > s | Z+ W > 5). Ora ’evento
{Z > s} ¢ contenuto nell’evento {Z + W > s}, perché W & comunque una quantita > 0.
Dunque

P(Z>s,Z4+W>5) PtZ = 3)
P(Z>s|Z4+W>s)= = =
P(Z+W>ys) P(Z+W >5s)
1 — Fy(s) e
=——F == (0= )

1—F(s) e — e

dove abbiamo utilizzato il fatto che Z & esponenziale di parametro A (lafr. FdiT = Z + W
¢ stata calcolata in ¢)). Dunque

A=
P(Z>S|Z+W>S):m
Possiamo ora analizzare il comportamento di questa probabilita condizionale per s grande.
Abbiamo due casi:
i) Se A > w (cioé se in media I’esecuzione della prima fase & piti rapida della seconda) allora
e—1s 5 10 dunque P(Z > s|Z + W > s5) — O pers — +oo.
ii) SeA < pallorae®—#s OequindiP(Z > s|Z+W > 5) —> l—ﬁ. Con i dati numerici

. . . — 5 s . 2
indicati la probabilita che la prima fase non sia ancora terminata tende a 5 pers — +o0.

3.28 Laquantita P(X +Y < 1) chedalafr. di X + Y & pari all’area ombreggiata nella Figura
6.8. Dunque

)

~

se0<tr=<1
1-32-n? sel=r<2

19|

F(t) =

oy =1

(l,r—1)

Figura 6.8
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Figura 6.9

e F(t) = 0 altrove. Derivando si ottiene la densita

t se st <1
R sel<t<2
e f(t) = 0 per ¢ al di fuori dell’intervallo [0, 2]; f ha il caratteristico grafico ‘‘a casetta’’ della
Figura 6.9.
Naturalmente sarebbe stato possibile anche usare la Proposizione 3.21: ladensita f di X +Y
¢ datada
(6.14) 70 = [ 5= 565
d
ove g(t)={1 se0<r<l1
0 altrimenti .

Pero il calcolo esplicito dell’integrale della (6.14) ¢ abbastanza antipatico: la determinazione,
al variare di ¢, dei valori di s per i quali I’integrando vale 1 (esso pud valere solo O oppure 1) &
poco agevole.

3.29 a) X e Y hanno distribuzione congiunta uniforme sul quadrato [0, 1]x [0, 1]. La probabilita
richiesta & P((X, Y) € A) dove A C R? & la regione dei punti (x, y) tali che |x — y| > 3. Cio¢
I’area della regione ombreggiata nella Figura 6.10, che vale ‘—1‘.

D=

Figura 6.10

b) Calcoliamo lafr. di Z. Se0 < < 1, alloraP(Z > t) = P(|X — Y| > ¢) non & altro che
{ la probabilita che il punto (X, Y) si trovi in una regione simile a quella della Figura 6.10 (solo
f.l; con il valore # al posto di %). Dunque, sempre per0 <7 < 1,

PZ>t)=(—1)2.
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Lafr di Z & dunque

F ([):{1—(1—02 e
‘ 0 altrimenti

per cui ladensitae f,(r) =2(1 —t)per0 <t < 1, f7(t) = 0 altrimenti. La distanza media
tra X e Y ¢ quindi

|
E(Z) :2/ £l ~ sl =
A 3

3.30 Indichiamo con Y la v.a. che rappresenta il valore assunto da 6. La legge congiunta di
X, Y ¢ dunque data dalla densita mista

k
g6, k) :Ae—“’e—f;%, 6>0k=0,1,...

La legge di X ¢ la seconda marginale, cioe

+oc A +00 R +00
py (k) =/ g, k)do = — / e Me 99k g = — e 90+Dgk g9
—o0 k! Jo k! Jo

dove k = 0. 1, ... Dunque, a meno della costante, I’integrando & una densita T'(k + 1, A + 1).
L’integrale vale dunque

Pl +1) k!

(h + Dk+1 - (A + DF+I
da cui

k)= : k=0,1
Px —(k+l)k+” =0, 1,5

Con un po’ d’immaginazione si riconosce una legge geometrica di parametro p = 2. Ricor-

A+1C
dando che la media di una v.a. geometrica di parametro p & 1—;’1 otteniamo E(X) = %

b) La legge condizionale di Y dato X = k si ottiene facendo il quoziente tra la densita
congiunta e la marginale di X: se 8 > 0

- k
g(@,k) B )\C_H(A+l)% B (}\'+ 1)k+l

= = k,—6(A+1)
Pyix(Blk) = = = : 8% .
px (k) TETET k!
Cioe la legge condizionale di ¥ dato X = k & I'(k + |, A + 1). Quindi la media condizionale
vale &L
AT

3.31 a) Naturalmente Y har legge N(0, 1 4 o%), per la regola sulla somma di v.a. normali
indipendenti. Lalegge congiuntadi X e ¥ si puo calcolare osservando che (X, Y)éunafunzione
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lineare di (X, W). Dunque anche (X, Y) ha legge normale multivariatafper determinarla basta
calcolarne media e matrice di covarianza. Entrambe le componenti hanno media nulla

E(X) =0, E(Y)=EX4+W)=0
mentre Var(X) = 1, Var(Y) = 1 + o2 e

Cov(X, Y) =Covi(X, X + W) =Cov(X, X) +Cov(X, W) =1.

=Var(X) =0

Quindi (X, Y) ha matrice di covarianza

11
C=<1 1+02)

Lalegge di Y risulta quindi individuata: € N (0, C). Volendo, cio permette di calcolare la densita
congiunta (cosa che perd non ¢ esplicitamente richiesta dall’enunciato). Indicando z = (x, y)
essa ¢ infatti

-1z,

f@)=

(&

1
2ma/det C
= Lo fhde? =1

1-—_
- it

1 1
F,3) = go—emp| 55 (@ + o2t — 2y + 5%

Ora det C = o2 mentre

e quindi

b) Sappiamo, vedi le (3.84) e (3.85), che la legge condizionale di X dato Y & normale di
varianza

Var(X) Cov(X, ¥)> _, -
Var(Y) 1402 1402
e media Cov(X. V)
ov(X, y
BX) 4+ — Ly — By ==
(X)+ Var(Y) (y — E[Y]) T3 o2

che & quindi la speranza condizionale richiesta.
¢) Abbiamo visto nel punto precedente che la legge condizionaledi X dato ¥ = y = —5—(]) e per

. 5 ) 2 2 \
02 = 0.1 & normale di media @7 = % e varianza 117 = ﬁ, ovvero che & N(%, TIT)' Dunque
la probabilita che X si trovi in [%, %] sapendo che Y = % ¢ pari alla probabilita che una v.a.
7, N(%—, ﬁ) si trovi in [Alf, %]. Mase Z ~ N(%, ﬁ) allora Z & della forma Z = ﬁ W+ %

dove W ~ N(0, 1) e quindi

)=P(=f1L <w < Y1) =P(—0.82 < Z <0.82) =

=-P(0:82) — ©(=0.82) =0.58 .

P

2=

A=
Al
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3.32 a)Le va. X|.X,, X3 sono congiuntamente normali, dunque anche le v.a. U, V, W lo
sono, come funzioni lineari di v.a. congiuntamente normali. In particolare ciascuna delle tre
ha legge normale e per determinarla basta calcolarne media e varianza. Le tre v.a. hanno tutte
media nulla, mentre

Var(U) = Var(2X, — X, — X3) = 4 Var(X,) + Var(—X,) + Var(—X3) =6
Var(V) = Var(X| + X, + X3) = Var(X,) + Var(X,) + Var(X;) = 3
Var(W) = Var(X, —3X, + 2X3) = Var(X,) + 9 Var(—X,) +4Var(—=X;3) = 14.

b) Poiché, come abbiamo osservato, U, V e W sono congiuntamente normali, le coppie sono
indipendenti se e solo se sono non correlate. Ora sappiamo che Cov(X|, X5) = Cov(X,, X3) =
Cov(X», X3) = 0, mentre Cov(X;, X;) = Var(X;) = 1.i = 1,2, 3. Dunque

COV(U, V) :COV(2X1 =5 X: = X}, Xl +X2+X3) =
= 2Cov(X, X;) +2Cov(X |, X») +2Cov(X,, X3) — Cov(X,, X;) —

_COV(Xz, Xz) —COV(Xz, X}) —COV(X3, Xl) —COV(X3, X:) —COV(X3. X3) =

=1 =0 =0 =0 =1
=2=1=1=0

e quindi U e V sono indipendenti. Analogamente

Cov(l/, W) = Cov2X) — X — X3, Xy - 3K, $ 2X) =243 =2 =3 £0
Cov(V, W) = Cov(X; + X, + X3, Xy — 3X3 +2X3) =1~342 =0

per cui V e W sono indipendenti, mentre U e W non lo sono.
Alternativamente si sarebbe potuto ragionare nel modo seguente: (U, V, W) si ottiene da
(X|. X5, X3) mediante la trasformazione lineare associata alla matrice

g =1 =
:(1 1 1)
- =3 3
3 =1 =1y 7%, U
L1 s)ml=tr)
F' =3 2/ \% 1%

Dunque il vettore (U, V, W) ha legge congiunta normale e tutte le sue componenti sono centrate.
La sua legge congiunta sara determinata non appena ne sia nota la matrice di covarianza C.
Poiché la matrice di covarianza di (X, X,, X3) & la matrice identita, C & data dalla formula

2 -1 -1 2 1 1 6 0 3
C=AA*:<1 1 l)(—l 1 —3):(0 3 0)
L. =g 2 =1 1 2 30 14

ciog
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da cui si puo rispondere insieme alle questioni dei punti a) e b): U ~ N(0, 6), V ~ N(0, 3),
W ~ N(0, 14) (gli elementi sulla diagonale di C sono le varianze di U, V e W); inoltre U, V
e V, W sono coppie di v.a. indipendenti, il che non si pud dire per U, W (le covarianze delle
variabili si trovano, nella matrice di covarianza, fuori della diagonale).

3.33 a) Poiché S = T + W, si tratta di calcolare la legge della somma di due v.a. esponenziali
indipendenti di parametri rispettivamente A e . Se indichiamo con f, fy ledensita di T e W
rispettivamente, la densita fg di S si pud calcolare come indicato dalla Proposizione 3.21, cio&

400
fsx) = f £ fiwx — ) dt .

II calcolo di questo integrale ¢ gia stato effettuato nel punto b) dell’Esercizio 3.27 e da come
risultato

Al
w—A
II calcolo della legge congiunta di S e T si puo fare osservando che (T, S) = (T, T + W).
Poiché T e W sono indipendenti, la loro densita congiunta &

(e—)»s — e—;LS) .

fs(s) =

[ rpueMe M ge >0, w >0

Z,w) = ’ .
8( altrimenti .

Lav.a. (T, S) ¢ quindi una trasformazione di (7, W) tramite 1’applicazione lineare associata

alla matrice
1 0
a=(1 1)

e per il teorema di cambio di variabile negli integrali multipli la densita f di (7', S) & data da

— 1 —1t
f(t’s) = |detA|g(A (s)) :

4 (10
£={ 1)

percui A7 () = (,”,) e f(t,5) = g(t, s — £). Quindi intanto £ (z, 5) = 0 a meno che non sia
0 <t < s (sefosset > s allora sarebbe s — r < 0 e dunque g(¢,s — t) = 0). Sostituendo
nell’espressione di g a z e w i valori 7 e s — ¢ rispettivamente, otteniamo

MadetA=1e¢

P, B = {)\,ue“)"e‘“(s_’) se0<t<s
’ 0 altrimenti .

b) La densita cordizionale di T dato S = s &, per definizione,

f(tv s).
Ss(s)

fris(tls) =
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Sostituendo le espressioni per f e per f calcolate in a) otteniamo per s > 0

(/"(’ o }\)e—[(.ﬁ'
: (=21
fT\S(”S): { e—As _e—us = se0<r=s
0 altrimenti .

La speranza condizionale di T dato S = s € dunque uguale a

B — A Hs S
Brjs=g)= (ﬁ?Lf re=N1 gt
e~M —e Hs Jy

Integrando per parti e semplificando

(u — A)e™Hs
T oA _e—us

E(T|S =)

s (u—2A)s 1 (u—A)s )
=8 + —7(0 —e A —
(M—A (1 — &)?

_ iy 1
o ] —e—(u—=2)s - I —)»'

Sostituendo i valori si ottiene
per s=1.3 1.3889

per 5 =0.1 0.0574
c¢) Laretta di regressione di T rispetto a S & y = ax + b, dove i valori di a e b sono dati dalle

(2.52) e (2.53). Dunque, poiché Cov(T, S) = Cov(7, T)+Cov(T, §) = Cov(T', T) = Var(T)

_ Cov(T.S) Var(T) 33 12
TOVar(® 0 Var(® Ll A24u?

mentre, con un po’ di semplificazioni,

b = E(T) — aB(S) = - - (1 + 1) J=l
h = == = - — -+ )= =
: A A2+ \p o A A2 4 u?

Calcolando il valore di y in corrispondenza di s = 1.5 e dis = 0.1, si trova

per &=1.5 1.3960 (1.3889)
per & =] 0.0099 (0.0574)

Si vede che per valori molto piccoli di s la retta di regressione e la funzione s — E(T|S =)
sono abbastanza diverse.

3.34 a) Si vede subito che f & una densitd: poiché si tratta di una funzione pari

400 | [+ ] +o0o
/ Flx)dx = —/ e Mldx =/ g Tz 1.
o 2. 25 0
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Ancora, dato che x — sin 6x & una funzione dispari, mentre x — cos 6x & pari,

1 +o0 . 1 400 +0o0
ox(6) = —/ e~ ¥lgifx gy — —/ e ™ cosOx dx = / e " cosOxdx
2 —00 2 —00 0

e integrando due volte per parti

+00 +00 +o0
/ e ¥ cosfxdx = —e " cos QxIO -6 / e *sinfxdx =
0 0

) +00 +00 +o0
14+ 6e™*sin Hx,() — sz e *cosOxdx =14+ 92/ e " cosbhxdx
0 0
da cui si ricava {
S

bl) 6 — H—# ¢ una funzione integrabile su R; dunque, per il Teorema d’inversione delle

funzioni caratteristiche 3.73,

[ L fm ~i0y @ydo = L [ de
X)=—-¢ = — € = — _ :
2 27 J oo ¥ 27 Jone 14062

Scambiando x con 8 si ricava

d / kol P
) 1+x2
dunque ¢, (9) = e~ 1!,
b2) Calcoliamo la funzione caratteristica di Z — %(YI + Y,): peripunti el e 3 del
paragrafo 3.13,
$20) = by, (§) by, (§) = e™10V2e=101/2 _ o161

Dunque %(Yl + Y3) ha ancora legge di Cauchy.

e Osserviamo che ¢y non & derivabile in 0: d’altra parte abbiamo visto nell’Esercizio 3.4
che Y non ha speranza matematica finita. Si tratta quindi di un esempio di v.a. che non ha
speranza matematica finita e non ha funzione caratteristica derivabile.

4.1 Primo metodo. Calcoliamo media e varianza delle v.a. an ,,- ricordando che una v.a. X 2 (n)
ha media n e varianza 2n (vedi la (3.47)),

1
E[%X,J:;-n:l
1 2
1 -
Var(;Xn) = ’? -2n = ; n:)oo 0
Le v.a. }1 X,,n = 1,2,... hanno tutte la stessa media # = 1 e varianza che tende a 0 per
n — oo. Per la distguaglianza di Chebyshev dunque per ogni > 0
Var{: X
P4 %, —1]>n) < 2 X)

]72 n—o0





[image: image71.jpg]lelle

del

34
1 ha

(n)

per

Esercizio4.2 319

e cio, per definizione, implica che (% X,), converge in probabilita alla costante 1. La conver-
genza ha luogo anche in legge, grazie all’Osservazione 4.12. g

Secondo metodo. Se (Z,)),, & una successione di v.a. indipendenti tutte di legge F(%, %)
allora, per ogni n, Z, + ... + Z, ha legge x*(n), ciot la stessa di X,,; dunque le due v.a.
(6.15) Ix, e Yazi+...+z)
hanno la stessa legge. Ma di queste la seconda converge in probabilita alla media E(Z;) = 1
per la legge dei grandi numeri. Dunque, per ogni n > 0,

I 1
P(ix,-1>n) =Pz, +...+Z)-1]|>n) = 6

che, ancora, permette di affermare la convergenza in legge della successione (%X 2 alla
costante 1.

e Il primo dei due metodi che abbiamo visto fornisce un criterio semplice per provare la
convergenza in probabilita verso una costante x di una successione di v.a.: si calcola, per
ciascun termine media e varianza (cosa che & spesso facile); se la media ¢ costante = u e

la varianza tende a zero allora la disuguaglianza di Chebyshev permette di concludere che la
successione converge in probabilita alla costante p.

4.2 a) Per la disuguaglianza di Chebyshev e ricordando che la varianza di una v.a. di Poisson
di parametro A vale appunto A,

Var()_(”) A
02 nn2

P(X, —Al=n) <

b) Basta usare I’approssimazione normale nella forma (4.7):

—Jnr
i)

¢) La disuguaglianza di Chebyshev afferma che la probabilita in (4.15) ¢ maggiorata da

P(IX, — Al = m) ~ 20(

A

=1

che non & una stima particolarmente utile (che una probabilita sia piu piccola di ! lo sapevamo
gia da prima. ..). Con |’approssimazione normale invece

—+/nn
NG

P(|)_(,7—M_>_r7)%2©( ):2@(4):0.3173.

1l risultato esatto (ottenuto, ad esempio, con uno dei software menzionati a pag.41) € 0.3173;
dunque in questo caso I’approssimazione normale da un valore preciso fino alle prime 4 cifre
decimali.
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e Non ¢ male pero ricordare che la Disuguaglianza di Chebyshev ha applicazioni comunque
importanti (la Legge dei Grandi Numeri ne & un esempio) ed & vera per ogni valore di n,
mentre |’approssimazione normale &, appunto, un’approssimazione e vale solo se 1 & abbastanza
grande.

4.3 a) Poiché X, & una v.a. I'(1, 1) (cioé esponenziale di parametro 1), se indichiamo con F|
lasuafr.,
Dy Fo(ly e ™3 — o=l
P(X;>3)=1-F(})=e*1 =1 =037.

Per X3 sappiamo che la f.r. di una v.a. I'(3, A) & data da

At)?
F)=1- e—“(l + At + %)
e quindi
POy > =e(143+3) =042,
b) Usiamo il Teorema Limite Centrale: siano Z,, Z,, ... delle v.a. indipendenti e tutte di

legge I'(1, A). Allora
Zy * ... L, =~ Tl Ay .

Osservando che # & proprio il valore della media di X, e che Var(X ) = %,

4.4 Se indichiamo con X; la v.a. che rappresenta il risultato dello i-esimo lancio, ciog Ia v.a.
che vale 1 se allo i-esimo lancio Marco vince e 0 altrimenti, allora il numero di volte che Marco
vince in 100 prove si modellizza conlav.a. X = X; + ...+ X,q. Se la moneta & equilibrata
le v.a. X; hanno ciascuna legge di Bernoulli B(1, %) e dunque media % e varianza 3—‘. Usando

I’approssimazione normale (4.6), la probabilita che Marco vinca meno (<) di 36 volte &

P(X; +...4+ X190 < 36) ~ @ = ®(—2.7) = 0.0035 = 0.35% .

36.5 — 50
==
Una probabilita un po’ troppo piccola perché si possa pensare a semplice sfortuna. . .

e In questo esercizio essenzialmente 1’approssimazione normale si usa per stimare la f.r.
di una legge binomiale B(n, p) con n grande. La stessa idea puo servire per avere dei valori
approssimati di altre leggi di probabilita per le quali non ci sono formule semplici della fir.
(Poisson, Gamma,. . .). :
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4.5 Indichiamo con X una v.a. N(0, 1) (e quindi tale che 0 X ~ N(O, c2)). Per il Teorema
Limite Centrale si ha

2
(X1++Xn) S[):

P(Z, <t) = P(
n

___P<_£§X[+...+Xn <£) N q)(
o o/n ~ o / noo

:P(—‘/;sxsﬁ):P(—«/?faxfﬁ)zP((aX)zsr).

%
|

2
|

ok
|

Dunque Z, converge in legge verso (o X)Z, che & una v.a. F(%, ﬁf) (Esempio 3.35).

4.6 a) Si ha
1 2a
E(Xi):Z/o xdx=a

l 2a 4
E(XI-Z)Z—[ x*dx = = a?
2a 0 3
2 2 a’
Var(X;) = E(X*) — E(X) :?.

b) Per il Teorema Limite Centrale

P(X;+...+ X, > na + x/n) =

X L
P( e na>x,/%> =5 1«<I><x i)
n a n—> 00 a*
V3

dove @ indica al solito la f.r. di una legge N (0, 1). Con i valori numerici assegnati e le tavole

si ottiene

x=a 1-0K3)=1-0(1.732) =0.041
x=-ta 1-®(3}v3)=1-0(—0.866) = 0.807 .

4.7 Se indichiamo con X; 1’errore commesso nella i-esima addizione, allora I’errore comples-
sivoe X = X, +... 4+ X gs. Dunque

P(—05:107 < X <05-107) =P(X <0.5-107") —P(X < —0.5-1077).
Osserviamo che le v.a. X; hanno densita (discreta)

()= |10 se —0.5-107 <+ <0.5.1071°

0 altrimenti .

I
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Esse hanno dunque media nulla (per simmetria, chi non ci crede pud calcolare Uintegrale. . .).

Inoltre
0.5-10°10

1
Var(X;) = B(X?) = 1010/ di=— 10720 .= 42
~0.5-10-10 12

Dunque con I’approssimazione normale e scrivendo 7 — 106,
0.5- 10—7> B

Jno
=®(0.5-1077-107* - 10°v/12) = ®(v/3) = B(1.732) = 0.958 .

PX =05-107)=BX, +...+ X, <03. 10~ = q>(

Allo stesso modo si ottiene
P(X < —0.5-1077) =~ &(—1.732) = 0.041

e dunque la probabilita che la settima cifra sia significativa € 0.958 —0.041 = 0.917. Ripetendo
i calcoli per 0.5 - 10~8 si ha facilmente

P(-0.5-108 < x <0.5. 1078) ~ ®(0.173) —®(~0.173) =0.568 —0.431 = 0.137 .

4.8 a) Poniamo
{ 1 selo i-esimo lancio ha dato 6
X i = 5 s
0 altrimenti .

Allora il numero totale di 6 in 900 lancié X = X 1t ..+ Xggp, dovele v.a. X; sono indipendenti
e di Bernoulli B(1, p), T é. Poiché E(X;) = é e Var(X;) = %%, usando I’approssimazione
normale

179.5 - 900 -
P(X 2 180) =P(X; +...+ Xg90 > 1795} 1 = — = _ "6
900§ -2

=1—®(2.63) =0.0044 = 0.44% .
b) Se un dado & truccato allora il numero totale X di 6 ottenuti in 900 lanci si pud ancora
scrivere X = X; + ... + Xy, dove perd ora le v.a. X1, ..., Xgy9 sono di Bernoulli B(1, %).

Dunque, ancora con 1I’approssimazione normale

179.5 — 900 - g)

y%00-2.7

Dunque un dado truccato viene individuato con una probabilita del 95%.

P(X > 180} =P(X; + ...+ Xgp9 > 179.5) ~ 1 — @(

=1 —®(=164) =095
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4.9 a) Se X ¢ il numero di bit distorti, ¢ chiaro che X segue una legge B(1000,0.01) (numero
di successi in 1000 prove indipendenti con probabilita di *‘successo’™ p = 0.01 in ogni singola
prova). Dunque E(X) = 1000 - 0.01 = 10. La probabilita che vi siano bit distorti ¢

PX>1D)=1-P(X=0)=1-—(1-0.01)!%0~

(0.991990 — 4.3. 107>), mentre la probabilita che vi siano almeno 10 bit distorti &

° . /1000 .
(6.16) PX>10)=1-PX<9=1-— Z( , )0.01"0.9910(’0*' .
l
=0

Per calcolarla conviene usare 1’approssimazione normale:

PX=z10)=P(X>95=1=P(X £95)=
= ( 9.5 — 1000 - 0.01

+/0.01 - 0.99+/1000

b) Un singolo bit risulta distorto se almeno due delle tre ritrasmissioni vengono distorte.
Ognuna di queste lo € con probabilita 0.01 e dunque il numero di ritrasmissioni distorte, per un
singolo bit, segue una distribuzione B(3,0.01). La probabilita che almeno due ritrasmissioni
siano distorte per un singolo bit &

) =1 — ®(—0.159) = 0.563 .

3 /) 3 3 2 -4
q = 5 0.0170.99 + (3 0.01" =0.017(3- 0,99 +0:01) = 2.98 - 107" .

La probabilita che vi siano bit distorti ora ¢
1=(1—g)'% =0.258.

e La probabilita che vi siano pit di 10 bit distorti, che abbiamo ottenuto in a), si potrebbe
calcolare anche approssimando la legge B(1000, 0.01) con una legge di Poisson di parametro
A = 10. Un calcolo numerico avrebbe dato

9 410
%
(6.17) P(X>10)=1—¢"1° 2 —— =0.543
) A
ot

e 0.543 ¢ lo stesso valore che avremmo ottenuto se avessimo effettuato la somma in (6.16).
In questo caso dunque 1’approssimazione con le leggi di Poisson da risultati migliori che
I’approssimazione normale. Quest’ultima rimane comunque piul pratica perché il calcolo della
f.r. in (6.17) richiede comunque un certo lavoro numerico (iroltre, di solito, per le leggi di
Poisson non ci sono tavole, anche se i pacchetti software statistici sono in grado di fornire le f.r.
anche delle leggi di Poisson).

e Fissiamo un numero k > 0. Si potrebbe pensare di usare I’approssimazione normale per
stimare, nella situazione del punto b), quale sia la probabilita che vi siano pill (>) di & bit distorti.
In realta in questo caso I’approssimazione normale non funziona bene. Ad esempio per k = 2

il
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la probabilita di avere pii (>) di un bit distorto & 1 — (1 —¢)'%% — 1000 g(1 —¢)*° = 0.0365
mentre 1’approssimazione normale da

=1-®(2.2) =0.0138

| — ( 1.5—-1000 - g )
V/q(1 — q)~/1000

che & un’approssimazione abbastanza scadente dal vero valore 0.0365. In effetti una regola
accettata in pratica per potere utilizzare |’approssimazione normale con leggi binomiali B(n, p) ¢
che i numeri np e n(1— p) siano entrambi piti grandi di 5, mentre in questo caso (p = 2.98-1074)
np = 0.298.

4.10 a) Fissiamo 1’attenzione su un singolo pixel e indichiamo con A;,i =1, ..., 8, I’evento
“‘lo i-esimo bit & non distorto’” e con A 1’evento ‘‘nessuno degli 8 bit & distorto’’. Per le
ipotesi del problema, gli eventi Ay, ..., Ag sono indipendentie A = A; N ... N Ag. Dunque
P(4) =P(A))...P(4g) = (1 — p)® =0.9984.
b) Se poniamo
X = I 1 seloi-esimo pixel ¢ distorto
; 0 altrimenti

peri = 1,...,131072, allora il numero di pixel distorti nell’immagine ¢ X = X; 4+ ... +
X131072- Inoltre le v.a. X; sono di Bernoulli (possono prendere solo i valori O oppure 1)
B(1,0.0016) (0.0016 = 1 — 0.9984 & la probabilita che un singolo pixel venga distorto nella
trasmissione). Dunque

E(X) = 131072 .0.0016 = 209.7 .

Per calcolare la probabilita che vi siano pill di 200 pixel distorti si pud usare 1’approssimazione
normale. In effetti la v.a. X & la somma di n = 131072 v.a. di Bernoulli di parametro g =
0.0016. Sappiamo che in questo caso una regola euristica per la validita dell’approssimazione
normale & che i due numering e n(1—gq) siano entrambi > 5. Abbiamo gia visto che ng = 209.7,
mentre n(1 — ¢) & certo un numero molto grande. L’approssimazione normale da quindi

P(X >200) =1=P(X <200) =1 =P(X £ 199.5) =

199.5 —
- ( 4 ) =1 — ®(—0.706) = 0.773 .

Vng(l —q)
4.11 a) Una v.a. Beta(a, B) ha media ﬁ e varianza m;(%r—ﬂﬁ (vedi il paragrafo 3.9).
Dunque
E(X,) Var(X,,) i
= , ar = .
Yoatp " @+ B t+np+1)

o

a1B’ mentre la loro varianza tende a O per

Dunque le v.a. X, hanno tutte la stessa media

n — o0o. Come abbiamo visto nell’osservazione successiva all’Esercizio 4.1, cio implica, per
la disuguaglianza di Chebyshev, che
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Figura 6.11 Andamento della densita Beta(na, n8) per o = 2, 8 = 3 e n = 1 (tratto pieno), n = 3
(trattini) e n = 8 (puntini). La densita tende a concentrarsi intorno alla media.

4.12 Ricordiamo che vi sono vari modi per studiare il limite in legge: calcolando il limite delle
funzioni di ripartizione oppure delle funzioni caratteristiche.

Primo modo: funzioni di ripartizione. Se indichiamo con F, la fr. di ¥, = ,I7Xn= allora
F,(t) = 0 pert < 0, mentre per t > 0, calcolando la somma geometrica come indicato a
pag. 35,

Lnt]

Fy() = P(X, <) =P(X, < [nt) = Y =(1- %)k =1-(1- %)“””‘
k=0

e dunque per ogni t > 0
lim F,()=1-—e".
n—0C

Riconosciamo ora nel termine a destra la f.r. di una legge esponenziale di parametro A. Dunque
Y, converge in legge ad una v.a. che ha questa distribuzione.

Secondo modo: funzioni caratteristiche. Ricordando I’espressione della funzione caratteri-
stica di una v.a. geometrica, si ha

P VO S - H“

1— (1~ 2)eit T n(l —ei®) + rel®

e dunque
A

n(l — eie/n) x reit/n ’

(pYn (9) = d)Xn (%) =

Osservando che

; I__eiﬁ/n d .
. by g 2 € @ g —
lim n(l —e'%/") = GHILngO 7 = F)dge lo=o = —i6

n

n—oQo
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si ha
A

A—i6
che ¢ appunto la funzione caratteristica di una legge esponenziale di parametro A.
Come si vede, in questo caso tutti € due i metodi si possono applicare in maniera semplice.

Jim_ 01,0) =

4.13 Poniamo S, = X; + ...+ X,,. Per la Legge dei Grandi Numeri la v.a. %”— converge in
probabilita a E(X;) = A. Possiamo scrivere

P(X;+...+X,<n)=P(ls, <1)=F,1)
dove F, indica la f.r. di Sn-" La v.a. costante uguale a A ha f.r. data da

0 set <A
F(t)z{l set>A.

Ora, se A # 1, 1 & un punto di continuita per F' e poiché la convergenza in probabilita implica
quella in legge (Osservazione 4.12)

0 seA>1

ngrréoP(X1+...+Xn §n)=ngrr;an(l)=F(l)=[1 sel < 1.

Se invece A = 1 il valore 1 non & un punto di continuita per F e questo ragionamento non basta,
perché la definizione di convergenza in legge non permette di stabilire quanto valga il limite.
Si ha pero per il Teorema Limite Centrale

PX,4+...+X,<n)=PX,+...+X,—n<0)=

X o4 X, - 1
=P( s + X, nfO) & PO) = L
ﬁ n—00 2

(ricordiamo che stiamo supponendo A = 1, per cui le v.a. X; hanno tutte media e varianza
uguali a 1). In conclusione

0 ser>1
lim P(X; +...+X,<n)={1 ser=1
n—0o0

1 sea=l,

4.14 a) Calcoliamo la densita f di X;: ¢ chiaro chelafr. F ¢

—A
F(X)=1—P(X1>x):{1—x sex > 1
0 sex <1.

Dunque f(x) = F'(x) = Ax~*+D per x > 1, mentre f(x) = 0 per x < 1. Quindi

~+00 +00
E(X,) =/ t f(t)dt =x/ Fhar
1

—00
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Si vede dunque che X ha speranza matematica finita se e solo se A > 1 e in questo caso
E(X)) = .
TR

Inoltre
+o0
E(X?) :A/ gy
1

per cui la varianza ¢ finita solo se A > 2. In questo caso si ha

A
E(XH=—
(X7) T

e g A g ko AE A '
iy =B lg=Rar =5 (A—l) S =20 12

b) Usiamo il metodo della funzione di ripartizione. Poiché P(¥; < 0) = P(X; < 1) =0, la
densita di ¥; ¢ nulla pert <0. Pert > 0 invece lafr. G di ¥; & data da

G(t) =P(Y; <t) =P(ogX; <t) =P(X; <e)=1—-eM.
La densita di Y; si puo calcolare come al solito per derivazione. Qui perd basta riconoscere che

G ¢ lafr. diuna legge esponenziale di parametro A.
¢) Osserviamo che

{ e 1
log (X1 Xy X,)'/") = = 3 Jlog(X;) =~ 3 ¥,
=1

Dunque per la Legge dei Grandi Numeri

1 E L
log (X1 X...X,)'/") = E(¥)=+
e quindi (Osservazione 4.3)
X Xy... X )" B eln | H
n—odo

4.15 Lav.a. XX, ¢il prodotto di due v.a. indipendenti, aventi entrambe speranza matematica
finita. Sappiamo quindi che anch’essa ha speranza matematica finita ed anzi che

E(X,X,) = E(X)E(X,) =0.

Anche la v.a. X%X?z_ ¢ il prodotto delle due v.a. X% e X% che sono indipendenti ed hanno
speranza matematica finita (perché per ipotesi X, e X, hanno varianza finita). Dunque

Var(X;X,) = E(X?X3) = E(X})E(X3) < 4+00.
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b) Lev.a. XXy, ..., Xp,_1X,, sono indipendenti, centrate ed hanno varianza finita. Inoltre
hanno tutte la stessa legge. Dunque per la Legge dei Grandi Numeri

1 P =
Vn = ;(XIXZ +X3X4 4 ---+X2n—lX2n) n:;)oo b(le)(2) =0.

¢) La normalizzazione con /n invece che n deve far pensare al Teorema Limite Centrale:
applicandolo alle v.a. X X», ..., X5,_1X»,, che sono indipendenti, equidistribuite e centrate

si ha
X1X2+...+X2nA1X2n f{)

Uﬁ n—oo

dove 02 = Var(X;X,). Dunque V, i(t; N(O, 0'2).
d) Le va. X%, X;' , ... hanno tutte varianza finita (perché E(X f.g) < 400 per ipotesi) e sono
indipendenti. Per la Legge dei Grandi Numeri dunque

N@©,1)

1 P
W,=-(X}+...+Xh - E&D.
n n—oo

Inoltre si puo scrivere

_ X+t X Lxi+...+XxD)
"Xt XE Lxt++XxD

e dunque per la Legge dei Grandi Numeri applicata al numeratore e al denominatore

p E(X})
U n:;)oo E N
xP

(vedi I’Osservazione 4.3).

4.16 Le v.a. Z, che intervengono in questo esercizio sono definite come il minimo delle v.a.
X,,..., X,. Siamo dunque in una situazione in cui ¢ facile calcolare le f.r., mentre lo stesso
non si pud dire per le funzioni caratteristiche. Nel calcolo dei limiti in legge proposti useremo
quindi piuttosto il metodo basato sulle f.r.

a) Siha,per0 <t <1,

PZ, =) =PK; >l ... X ==

e dunque la fr. F,, di Z, vale

0 pert <0
E)y=1=PZ, >t)={1—-(=£)" perl=<t=l
1 pert > 1.
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E chiaro quindi che .

: - 0 perr<0
,lll)ngan(t) - {1 pert > 0.

Oralaf.r. diunav.a. che assume il solo valore O con probabilita 1 &

0 pert <0

F(‘t):[l pert =0.

Poiché F, (1) — F(t) pern — oo per ogni t, tranne che per ¢ = 0, che & punto di discontinuita
per F, possiamo concludere che Z, converge in legge ad una v.a. che ha questa distribuzione.
La convergenza ha luogo anche in probabilita, dato che, se > 0,

P(X,| =n) =P(-n = X, <n) = F,(n) — F,(—7) W L

e dunque
P(X,l>m =1-P(X,/<n — 0

n—->o0
b) Se G, ¢lafr dinZ,, allora,se 0 <t < n,

G,(t)=P(nZ,<0)=P(Z, <L) =F,(Y)=1-(1-1)".

= n n\n n

Basta ora applicare un limite ben noto per avere

; _]0 pert <0
nlingoG"([) = = { l—e™" pert>0.

Dunque la successione (nZ,,),, converge ad una legge esponenziale di parametro A = 1. Per n
grande dunque
P{min(X;,.... X,) 2

n

3N

)~ 1-e"2=0.86.

4.17 a) Le v.a. X, X,, ... assumono tutte due valori, il che rende semplice lo studio della
convergenza in legge sia con le funzioni di ripartizione che con le funzioni caratteristiche.
Usando quest’ultimo metodo vediamo che

i6-0 i0 i6
¢)Xn Him(l= O(n)el +Olnel =1 -, +anel "
e quindi, se &, — 0 per n — o0,

¢x,0) — 1, per ogni 6

n—oo
che ¢ la funzione caratteristica di una v.a. X che assume il valore O con probabilita 1.
b) Le v.a. del punto a) hanno media e varianza date da
EX,)=(1-a,)-0+a, n=na,
E(X2) =(1- a,) - 0? +a, -n?= n’a,
Var(X,) = E(X2) — E(X,)? = na,(1 — a,)





[image: image82.jpg]330 Capitolo 6 Soluzioni

Dunque se, ad esempio, o, = ni allora Var(X,) — o0, mentre la varianza del limite in legge
X ¢ uguale a zero. Ed inoltre E(X,) = 1, mentre E(X) = 0.

4.18 a) Poniamo
¥, { 1 selo i-esimo bit vale 1
o

0 altrimenti .

11 numero totale di bit che assumono il valore 1 nel segnale ¢ S, = X; 4 ... + X,, mentre la
proporzione di bit che valgono 1 & p, = %S,,. Per il Teorema Limite Centrale la v.a.

S,—02-n

+/n(0.2-0.8)

segue una legge che, per n abbastanza grande, & approssimativamente N (0, 1). Dunque, con
I’approssimazione normale,

$,—02-n  (023-02)-/n\ _
Jn02.08)  Jo2.08 )%
0.03 - /n
T

sostituendo il valore numerico n = 1000 si ottiene 1 — ®(2.37) = 0.009.
b) Poniamo per comodita p = 0.2. Allora ripetendo il ragionamento del punto a) si ha usando
la (4.7), poiché 0 = \/p(T — p) = V0.16 = 0.4,

P(1p, — pl > &) ~ 2(1 - ‘I’(Z/—Oﬁ)) = 2“’(—4\?)

P(j, > 0.23) = P(S, > 0.23 - n) = P(

%1—@(

Perché questa quantita sia pilt piccola di n = 4 - 103 occorre (dopo uno sguardo alle tavole)

che sia
iﬁ < -288
40

ovveron > (40 - 2.88)2 = 13271.

4.19 a) log S; assume i valori log(1 + j’_;) e —log(1 + %), entrambi con probabilita % La
funzione caratteristica di S; & dunque

L7 i = o
)= E(ezﬁlog(1+ﬁ e zGIog(1+ﬁ)) =COS<910g(1+%)>

Lav.a. log X, & uguale a log(xo’) + log S1+...+logs,. La sua funzione caratteristica vale
dunque

$,(0) = eielog(x@')(cos(e log (1 + %)))n
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b) Nel calcolo del limite per n — oo di ¢, (#) siamo quindi ricondotti ad una forma 1°°.
Ricordando gli sviluppi di Taylor per x e z vicini a 0

2

85 =1 2 + 6z
COSx = 2 Oo\X
log(14+2) =24 0(2)

si ottiene facilmente, per n — oo,

o 1 6% 4
cos(é’ log (1 + ~—)) =1- +0(%)

e dunque

<C05<9]0g(1 4 %)))” =i (1 _ l 670 +0(%3))n . :e_Hzg:/z

Dunque
6.0 — eif log(.\g’)e~93(7:/2
. n—>c0

Se ne deduce che log(X,,) converge in legge ad una v.a. normaie di media log(xo’) e varianza
2
&=,
¢) Sia Z una v.a. normale N (log(xo'), o). Abbiamo appena visto che log X, 2 Z, dunque,
poiché la f.r. di Z & continua,

Plog X, %) —= P(Z=x)
n—0o0
per ogni x € R. Da cio si ricava

P(X, <x) =P(log X, <logx) ”joo P(Z < logx) = P(eZ <x)
Dunque X, converge in legge ad una v.a. lognormale di parametri log(xo’) e o2.

La media di questa legge ¢ xQ’egz/z. Hanno quindi un rendimento medio maggiore gli effetti
finanziari per cui o2 & grande.

Uno sguardo all’andamento delle densita lognormali, come nella Figura 6.4, fa perd pensare
che il valore medio non sia forse qui il criterio giusto di valutazione.

4.20 a) Per provare una convergenza in legge abbiamo a disposizione due metodi: quello
della funzione di ripartizione e quello delle funzioni caratteristiche. In questo caso, dato che
le funzioni caratteristiche delle leggi normali sono ben note, & quest’ultimo probabilmente il
metodo piu semplice. Infatti

iBoh - e 2n2 i —5202 />
¢X,, (9) = elb,,(-le 0,0°/2 = ezbﬂe Te0% /2
n—o00 S——

f.c. di una v.a. N(b,o2)

l
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Anche il metodo delle funzioni di ripartizione comunque non crea problemi: basta ricordare
che se @y, 52 € @ indicano le f.r. di v.a. N (b, 02) e N(0, 1) rispettivamente, allora si ha

t—>b
@, ,2(1) = q>(—a-)
e dunque, poiché ® & continua,
t —b, t =b
a, ) n—_>>oo (D( o ) - q)b’UZ(t) ’

n

Py, 020 =

b1l) Cominciamo con I’osservare che X; ha legge normale (& una funzione lineare-affine
della v.a. normale Z;) di media ax e varianza o2.
Anche X; = aX; + Z, & normale, essendo la somma delle due v.a. aX; e Z,, che sono
normali e indipendenti. Poiché media e varianza sono date da

E(X,) = E(aX;) +E(Z,) = a’x
——
=0
Var(X,) = Var(eX;) + Var(Z,) = a’0? + o2 .

se ne deduce che X, ~ N (a?x, 0'2(1 + a?)).

b2) Lo stessoragionamento, per ricorrenza, prova che X 2~ Nie"x, 02(1 +oed ., .+a2”)):
supponiamo che cio sia vero per un valore 7 e dimostriamolo per n + 1. Poiché X, + =
aX, +Z,,, eledueva. X, eZ,,  sonoindipendenti ed entrambe di legge normale, anche
X, +1 ha legge normale. Restano da controllare i valori della media e della varianza di X, 1

E(X,41) = E@X,) +E(Z,) =a -o"x = o""x
N—
=0
Var(X, ) = Var(aX,) + Var(Z,) =a? - 0?(1+ a2 +... + &*") + 0% =
=o’(1+a?+... + o2,

Poiché |a| < 1 abbiamo (vedi il riquadro a pag. 35)

't <= 0

n—-oo
2 0?2
e 1+ + ... 4+a®) =

n—00 1—0[2.

e per il punto a) (X,,),, converge in legge ad una v.a. N (O, 1—‘_’—(27).
b3) Con i valori numerici assegnati X,, converge ad una v.a. N (0, %). Dunque per n grande

X,, ha approssimativamente la stessa legge di \/g Z,dove Z ~ N(0, 1) e quindi

P(X,| < 1) = P(|Z| S\/g)““’( 1)-o(-1)~

= ©(0.866) — ®(—0.866) = 0.807 — 0.193 = 0.614 .
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5.1 a) Le probabilita di transizione in due passi si possono calcolare facendo il prodotto di
matrici P2 = P - P, che da

7 9
s 0 15 O
5 1 g1 0
> @, _ | 7 16
ey =ls 5 8 g
8 8
13 19 1
% 0 % 3

Dunque si ¢ in 2 dopo due passi con probabilita pg) = % partendo da 2 e con probabilita

p§22) = 0 partendo da 3.

b) Sappiamo che uno stato i ¢ transitorio se esso comunica con uno stato j che perd non
comunica con i; questa & una condizione sufficiente per la transitorieta di uno stato, che & anche
necessaria se per di piil la catena, come in questo caso, & finita. Uno stato & ricorrente se non &
transitorio.

La determinazione di ricorrenza e transitorieta consiste quindi nel verificare, per ogni stato i,
con quali altri stati esso comunica e se questi altri stati a loro volta comunichino con i.

Ora partendo da 1 si pud solo restare in 1 oppure andare in 3; invece partendo da 3 si puo solo
restare in 3 oppure passare in 1. Gli stati 1 e 3 costituiscono quindi una classe chiusa e sono
ricorrenti, poiché non soddisfano alla condizione di transitorieta che abbiamo appena ricordato
(non comunicano con un altro stato j che non comunica con loro).

Invece lo stato 2 comunica sia con 1 che con 3 che, come abbiamo visto, non comunicano con
2 che quindi ¢ transitorio. Per lo stesso motivo anche 4, che comunica con | e 3, & transitorio.

Partendo da 2 la catena pud restare in 2 oppure passare in uno degli stati 1 oppure 3. In questa
eventualita la catena non tornera mai pill in 2, perché abbiamo visto che 1 e 3 costituiscono una
classe chiusa. Dunque la sola possibilita di essere in 2 dopo 12 passi consiste nel restare in 2 in
tutte le 12 transizioni; quindi la probabilita richiesta & 1)5122) = 2%
¢) La nuova matrice di transizione &

1 020
Lt b
oy
0 3 3 3

Ma ora si vede facilmente che tutti gli stati comunicano tra loro, e sono quindi ricorrenti.

5.2 a) Abbiamo gia ricordato che uno stato i ¢ transitorio se esso comunica con uno stato j che
a sua volta non comunica con /.

e [ comunicacon?2 (p;, = % > 0) ma 2 non comunica con 1 (in effetti la probabilita p;, &
uguale a O per ogni stato i) e dunque 1 & transitorio.

e 4 comunica con 4 e 5 e lo stesso vale per 5; 4 e 5 sono dunque ricorrenti e costituiscono
una classe irriducibile.

e 2 comunica con 4 che, come abbiamo visto, non comunica con 2: 2 & transitorio.

e 3 comunica con 2 che comunica con 4. Dunque 3 comunica con 4, che perd non comunica

con 3: 3 & transitorio. Avremmo anche potuto osservare che 3 comunica con 2, che sappiamo
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gia essere transitorio, e cid basta a stabilire la transitorieta di 3 (uno stato ricorrente non pud
comunicare con uno transitorio).

Osserviamo che in tutti questi ragionamenti non era importante conoscere i valori dei numeri
pij> ma solo se essi fossero o0 no > 0. In particolare la classificazione degli stati che abbiamo
ottenuta ¢ valida per ogni matrice della forma

0 x = 0 O
0 * % % 0
O = = .0 0
0 0 0 x x
0 0 0 x =«

dove gli asterischi indicano numeri qualunque, purché > 0. Per tutte le matrici di questa forma
gli stati 1, 2, 3 saranno transitori, mentre 4 e 5 ricorrenti.

b) Sappiamo che una distribuzione invariante & data da dei numeri v, .. ., vs, tutti > 0, tali
che vy +... + v5 = I e che siano soluzione del sistema di equazioni lineari

Ulplj—I—...—{—vSij:Uj jzl,,S
ovvero in forma matriciale

W, ..osvs) /Py oo Pis
(6.18) = (v,..., ;).

P31 swe” P55

Sostituendo i valori di p; ; si tratta di risolvere il sistema composto dalle equazioni

O=Ul
1 1 | _

§U1+ZU2+§U3—U2

(6.19) SV + 10+ Sy =
1 1 1

§v2+1v4+§v5:v4
3 1

ZU4+§U5:U5

piu I’equazione
Vi+u vty t+us=1.

Questo sistema si semplifica perd considerevolmente ricordando che una distribuzione invariante
¢ sempre nulla sugli stati transitori. Dunque v, = v, = v3 = 0 ed il sistema diviene

Vs + 505 =1y

N —

(6.20)

Bl B—

U4+1U5:U5

LiS]

U4 + U5 = P
Esprimendo vs = 1 — v, dalla terza equazione e sostituendo nella prima, questa da

1 | 1
gVt~ U=y
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10n pu() cioe l B
J 0
2= 2%
numeri ;s 2 3 . o
. equindivy = £ evs =1 — v, = 2. Quindi
bbiamo 4 = =g 4=3-Q
= s o = = 2 = 3
Ul = O, lrz = O, U3 = O, Yy = 5 U5 =3
¢ una distribuzione invariante. Essa & anche unica, perché il sistema (6.20) ammette solo questa
soluzione.
¢) Glistati4 e 5sono i solistati ricorrenti. Sappiamo che una catena di Markov con probabilita
I lascia prima o poi I'insieme costituito dagli stati transitori. Quindi la probabilita di giungere
in {4, 5} ¢ uguale a 1.
forma ¢ Un errore molto comune nel calcolo della distribuzione invariante consiste nel considerare
) il sistema
0, tali
(62]) pj]U|+"'+ijUN:Uj _]:1 ..... N

(N ¢ il numero degli stati), ciog in forma matriciale

Pir - PIN U U

PNt -+ PNN Un Un

invece di quello corretto (6.18)

(6.22) pijvi+...+ pyjuy = J=1..., N
cioe nel considerare il sistema i cui coefficienti sono dati dalla matrice P invece che dalla sua
trasposta. C’¢ perd un modo facile per accorgersi di questo errore: la soluzione del sistema
(6.21) & infatti data da Ui b =y, = % cioe dalla distribuzione uniforme. come & facile
accorgersi osservando che Pj1 + ...+ p;jy = 1 (la somma degli elementi di ogni riga della
matrice di transizione vale 1).
Si puo perd dimostrare che la distribuzione uniforme & invariante se e solo se la matrice P
& bistocastica, ciog se e solo se anche la somma degli elementi di ogni colonna vale 1. In
conclusione: se trovate come distribuzione invariante la legge uniforme, verificate che P sia
effettivamente bistocastica, altrimenti rivedete i vostri conti, probabilmente avete commesso
iante I’errore di considerare il sistema (6.21) invece di quello corretto (6.22).
e In pratica nel calcolo della distribuzione stazionaria occorre risolvere il sistema (6.22) con
in pit I’equazione
(6.23) v+ tuy=1.
Infatti (6.22) non ha soluzione unica (se v = (vy, ..., vy) & soluzione. allora anche av, & € R
¢ soluzione). Cid vuole dire che tra le equazioni (6.22) ce n'e sempre almeno una che &
linearmente dipendente dalle altre (nel caso di (6.20) la seconda equazione ¢ uguale alia prima).
Concretamente per trovare la distribuzione invariante occorre risolvere il sistema che si ottiene
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dalla (6.22) eliminando una equazione che dipende dalle altre ed aggiungendo la (6.23). Nei
casi in cui ¢’¢ una sola distribuzione invariante in questo modo si ottiene un sistema che ha
soluzione unica.

5.3 a) La matrice di transizione di questa catena &

0 P 1-p
P=<1—p 0 )4 )
p 1—p 0

La catena ¢ irriducibile perché, per ipotesi, sia p che 1 — p sono numeri > 0 e dunque ogni
stato comunica con tutti gli altri. Per mostrare che la catena & regolare basta mostrare che esiste
un n tale che la matrice P" abbia tutti gli elementi > 0. In questo caso basta n = 2: infatti

2p(1=p) (1-p)? p?
P2=< P> 2p(l-p) (1-p)? )
(1 — p)? p? 2p(1 - p)

Calcoliamo la distribuzione invariante. Prima per0 di lanciarsi nella risoluzione del sistema
lineare (che in questo caso & in 3 incognite) conviene controllare che non vi siano “‘scorciatoie’’,
come succede ad esempio con le matrici di transizione bistocastiche (per le quali anche la somma
degli elementi delle colonne sono = 1). In effetti questa & la situazione e sappiamo dunque che
la distribuzione stazionaria & quella uniforme v = (%, %, %).

b) Siha

PX,=1,X,,, =2)=P(X,,; =2|X, = DP(X,=1) =
=ppPX, =1)=pP(X, =1).

Poiché per n grande P(X,, = 1) ~ %, PX,=1,X,,=2)~ —g—. Allo stesso modo

l=p
P(X, =2, X,41=1) =P(X,y; =1|X, =2)P(X, =2) = p),P(X, =2) ~ =

¢) Perché la catena sia reversibile occorre che sia V;p;j = V;pj; per tutti gli stati i, j. In
questo caso i valori v; della distribuzione stazionaria non dipendono da i. Dunque abbiamo
la reversibilita se si ha p; j = Pj; per ogni i, j, cio¢ se e solo se la matrice di transizione &
simmetrica. Uno sguardo a P e si vede subito che cid si verifica se e solo se p= % (che ¢ anche
il valore per cui le due probabilita calcolate in b) sono uguali).

5.4 a) Il problema si pud chiaramente modellizzare con una catena di Markov del tipo della
rovina del giocatore, avente cioé come insieme degli stati E = {0, 1, ..., 1001} e matrice di
transizione

q sej=i—1

p sej=i+1
b i =
0 altrimenti
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se® < i < 1001 dove p = %, g= % mentre invece glistatii = 0ei = 1001 sono assorbenti.
Si vede subito che tutti gli stati, tranne 0 e 1001, sono transitori, poiché comunicano con gli
stati assorbenti 0 e 1001 che non comunicano con altri stati. Dunque per n — oo la catena
converge (viene assorbita) in 0 oppure in 1001. Se indichiamo con A; ia probabilita di passaggio
in O della catena con stato iniziale i allora Ja probabilita che il giocatore vinca & 1 — Aggo. Le
formule per le probabilita di passaggio della rovina del giocatore danno

yi4 . 41000
hi = 14 ... 4 1000
dove y = % = % Per calcolare %, conviene effettuare qualche manipolazione algebrica
per evitare gli errori di arrotondamento:
1000 -1
% | 1 — 1 v
: Y~ _— =0.053

1000 = 1+ ... 41000 = 571000 & 4]~ ]—p-1000 ~ 19

(1901 = 3.33. 10~2%). Quindi la probabilita che il giocatore vinca & 1 — 0.053 = 0.947.

b) La v.a. Y pud assumere i soli valori 0 oppure 1001, poiché sappiamo che il gioco finisce
dopo un numero finito di giocate con probabilita 1. Pili precisamente, considerando come stato
iniziale i = 1000

P(Y =10) = kignop = 0053
P(Y = 1001) =1 — Aqg90 = 0.947 .

Quindi
E(Y) =0-0.053 + 1001 - 0.947 = 947.9 .

5.5 Il problema in realta piu difficile in questo tipo di esercizi consiste nella modellizzazione
del problema, ciog nello scrivere la matrice di transizione della catena di Markov da usare come
modello. Cid del resto si pud fare in molti modi: in questo caso il pili semplice consiste nel
considerare una catena di Markov con 6 stati:

1 — ‘“A tiene il gioco™
2 — ‘‘B tiene il gioco™
3 — *°C tiene il gioco™
4 — ““A vince”’
5 — ““Bvince”’

6 — ““C vince”’

Gli stati 4, 5, 6 saranno assorbenti, il che equivale a dire che il gioco si ferma non appena un
giocatore vince. Invece, se supponiamo che A, B, C siano seduti in senso antiorario intorno al

i
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tavolo, dovra essere :
P = % (probabilita che il giocatore A conservi il gioco)
D1y = -83- (probabilita che A passi il gioco a destra)
p13 = 3 (probabilita che A passi il gioco a sinistra)
Dig = % (probabilita che A vinca)

P15 = P16 = 0 (B e C non possono vincere se A tiene il gioco) .

Le relazioni precedenti determinano la prima riga della matrice di transizione (in esse % ¢la
probabilita di ottenere 2 teste e una croce e anche quella di ottenere una croce e due teste, mentre
é ¢ la probabilita di tre teste o tre croci). Le altre righe si determinano in maniera analoga. La
matrice di transizione risulta

~

I
e S @ Oolwmlwdoclw
S O O ool 0w ool
S O O 0lw W ool—
S O = O O oo~
© = O O ow~= O
—_ O Qo O O

La probabilita che il giocatore che inizia il gioco vinca & chiaramente la stessa qualunque sia il
giocatore che inizia. Dunque questa probabilita & la stessa che la probabilita di assorbimento
in 4 partendo da 1. Il calcolo di A; =probabilita di assorbimento in 4 partendo da i, si effettua
risolvendo il sistema

Ai = Dis + Pir +Pi2dy + pishy i=1,2,3
che in questo caso diviene
A‘l =%+%A1+%A2+%)\.3
1 3 3
AM=gri+tzrt3h;
3 1 3
Ay=3gA+gAr+3gAs.

La soluzione del sistema & A = %, Ay = 57—6-, Az = 586. Dunque la probabilita che il giocatore

i, I G : « 1
che inizia il gioco vinca & 5.

5.6 a) Indichiamo con X,, il numero di palline nere nell’urna dopo 7 estrazioni. Se X, =1
nell’urna sitrovano 1 pallina N e 2 R e da essa verra dunque estratta una pallina N con probabilita
% ed una pallina R con probabilita %; dunque X, ,; = 0 con probabilita % € X,.1 =2con
probabilita Z.

Ripetendo questo ragionamento si vede che se X,, = 2 allora X, +1 = 1 con probabilta % e
X, 11 = 3 con probabilita % e infine se X,, = 3 allora X, | = 4 con probabilita % eX, =2
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con probabilita % Gli stati 0 e 4 vengono scelti assorbenti in quanto corrispondono alla fine
della partita. In conclusione la matrice di transizione &

0 1 2 3 4
N R S
0O0—-(1 0 0 0 O
I 2
l=>f3 0 5 0 0
2—-10 4§ 0o 4 o
310 0 2 o0 2
4—-\0 0 0 0 1
ia b) Sirichiede di calcolare P? (X5 >2) (P2ela probabilita partendo dallo stato 2). Ricordiamo
e .
5 che se p;}l) indica la probabilita di fare una transizione in n passidai a j, alloraP' (X, = j) =
pf}”. Dunque
PX(X3 > 2) =P?(X3 =2) + P2(X3 = 3) + P2(X; = 4) = p{3 + p3 + p) .
Le probabilita pl.(?) si determinano calcolando il prodotto P? = P . P - P della matrice di
transizione per se stessa 3 volte. Un calcolo paziente da
1 0 6 09 0
4 19 2
] g 0 5 V-5
3_ | 1 19 19 1
P=ls o 0 & 3
i 1 19 13
i v 0 5 0 3
2 0 0 0 0 1
a
dunque la probabilita che vi siano almeno due palline N nell’urna dopo tre estrazioni & é—g + % =
2—(1) (bisogna guardare la terza riga, perché gli stati sono numerati a partire da 0). Attenzione
anche a non confondere P2 (probabilita partendo dallo stato 2) con P2 (matrice di transizione
in due passi).
¢) Laprobabilita richiesta non ¢ altro che la probabilita di assorbimento in 4 partendo da 2. Se
X; & la probabilita di assorbimento in 4 partendo da i, allora i numeri A, A,, A3 sono soluzione
del sistema lineare :
)\l = '3_' }\.2
)xz = %).] + % A.}
La soluzione ¢ (14—1. %. %) e quindi la probabilita che A vincaé A, = %. La probabilita che B
vinca sara invece 1 — ‘(—’] &= ﬁ 1l giocatore A ¢ favorito.
l d) Seindichiamo con ¢; il tempo medio di assorbimento in {0, 4} partendo da 7, allora i numeri
2 ¢ i = 1,2, 3 sono soluzione di
1 2
H=1+356
H=1+30+3¢8

) 53:1+%CZ~
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11 sistema ha per soluzione (—f—%, %, %). Poiché supponiamo di partire inizialmente dallo stato

2 (due palline nere nell’urna), la partita dura in media % = 5.45 estrazioni.

87 a
; r p 0 0 0 ¢
q r p 0 0 0
0 g r p 0O
0 0 g r po
00 0 g r p
p 0 0 0 g r

b) Ricordiamo che, per definizione, una catena & irriducibile se tutti gli stati comunicano tra
loro. Supponiamo che sia p > 0. Allora lo stato 1 comunica (~~) con 2. Poiché 2 ~~ 3 per
lo stesso motivo, anche 1 ~ 3. Ripetendo o stesso ragionamento vediamo che 1 comunica
con4,S5,...,N. Dunque 1 comunica con tutti gli altri stati. Lo stesso ragionamento si pud
ripetere per ogni altro stato, ottenendo che tutti gli stati comunicano tra loro e quindi la catena
¢ irriducibile. Lo stesso ragionamento permette di provare I’irriducibilita nell’ipotesi che sia
qg > 0.

¢) Ricordiamo che una matrice di transizione & regolare se esiste un numero m tale che P™
abbia rurri i suoi elementi > 0; una condizione semplice (ma & solo una condizione sufficiente)
& che la catena sia irriducibile e vi sia almeno un elemento sulla diagonale di P che sia > 0.

Se uno almeno tra i numeri p e g & > 0 abbiamo visto che la catena & irriducibile; se per di pil
r > 0, dato che tutti gli elementi della diagonale di P sono uguali a r (come si vede anche dal
punto a)), sono soddisfatte le condizioni del criterio di regolarita: catena irriducibile ed almeno
un elemento sulla diagonale > 0; la catena & quindi regolare.

Se invece r = 0 il criterio non & soddisfatto ed occorre verificare direttamente la definizione,
cioe se esista un numero m tale che pl.(]'.") > 0, cioe la probabilita di passare da i a j in m passi,
sia > O per ogni coppia di stati i, j.

Se N e pari la catena non & regolare. Basta osservare che ad ogni transizione da uno stato i
si pud passare solo in uno stato contiguo. Se il poligono ha un numero N pari di vertici, allora
se i & uno stato di indice pari gli stati ad esso contigui hanno indice dispari e, viceversa, se i &
di indice dispari gli stati ad esso contigui sono di indice pari (Vedi la Figura 5.4). Quindi se si
parte dallo stato iniziale ; dispari, dopo un numero pari di passi ci troveremo ancora in uno stato
dispari, mentre dopo un numero dispari di passi la catena si trovera in uno stato pari. Quindi,
nell’esempio dell’esagono, la matrice di transizione in m passi P™ sara della forma

oppure

* O % O % O
O % O% O %
* O % O % O
O % O % O %
¥ O % O % ©
S % S % O
O % © % © %
* O % O % O
O % O % O %
* O % O % ©
O ¥x O % O %
*¥ O % O % O

a seconda che m sia dispari o pari rispettivamente. P™ non pud dunque mai avere tutti i suoi
elementi > 0. '
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Osserviamo che se il numero di vertici N & dispari, allora il ragionamento appena svolto non
si pud ripetere perché lo stato 1 € contiguo sia a uno stato pari che a uno dispari. Del resto
nell’Esercizio 5.3, dove avevamo N = 3, ci trovavamo nella situazione r = 0, ma la catena
risultante era regolare. In realta si potrebbe dimostrare che se il numero di vertici & dispari,
allorase p > 0, ¢ > 0, la catena & sempre regolare (anche se r = 0).

d) E facile rendersi conto che la matrice di transizione & bistocastica. Dunque la distribuzione
uniforme 7; = % ¢ stazionaria. Poiché con i valori di p, r, g assegnati la catena & regolare,

questa & anche ['unica distribuzione invariante. Inoltre, per n grande

1 p
P(X, =1, Xn+l =2)= P(Xf1+| =2|X,=DP(X, =1~ p]2ﬁ = N
Allo stesso modo si vede che P(X, = 2,X,,| = 1) = £. La relazione di reversibilita

m;pij = 7;pj; diviene qui p = g: la catena & reversibile se e solo se sono uguali le probabilita
di spostarsi in senso orario e antiorario.

5.8 a) La descrizione dell’evoluzione dello stato della stampante determina subito la matrice
di transizione che ¢ 0 |

-
P:0—>(1——b b )
1 - a 1—a

b) Se a = 0, b = 0 la matrice di transizione diventa

-3

eidue stati 0 e 1 sono assorbenti. La catena non ¢ dunque irriducibile e non pud essere regolare.
Se invece g = 1, b = 1 la matrice di transizione ¢

0 1
P= .
1 0
Lacatena ¢ ora irriducibile (gli stati comunicano), ma non puo essere regolare: ad ogni intervallo
di tempo essa cambia di stato con probabilita 1. Dunque se lo stato iniziale ¢ 0, la catena si

trovera in 1 ai tempi dispari ed in O ai tempi pari. Non & quindi possibile che P" possa avere
tutti i suoi elementi > 0. Sea = 1,b = % invece

d

2 .

0

-

La catena e regolare. Infatti essa ¢ irriducibile e vi ¢ almeno un elemento > 0 sulla diagonale.
Seinfine 0 < a < 1,0 < b < 1 la catena ¢ certo regolare perché gia P ha tutti i suoi elementi
> 0. In quest’ultima situazione la probabilita che la catena si trovi nello stato 1 per n grande
si puo valutare approssimativamente con il valore 7|, dove m = (7, ) € la distribuzione

p— I
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stazionaria, la cui unicita & garantita dal Teorema di Markov 5.17. Essa si ottiene risolvendo
I’equazione (5.8), piil la condizione 7 + 7r; = 1. Ciog il sistema lineare

(1 —b)ﬂ.’o‘f"aﬂl =Ty

7[0 4+ 1= 1
che ha come soluzione 7 = ( af_b, = i 5)- Dunque la probabilita che la stampante sia occupata
ad un tempo n grande & —+E Coi valori numerici proposti si ottiene 7; = (LZ = 0.636.

¢) La catena ¢ irriducibile (abbiamo anzi visto che & regolare). Dunque per il Teorema
ergodico 5.29, N, converge in probabilitd al valore della distribuzione stazionaria in 1, che
abbiamo calcolato inb). Con i valori numerici proposti la stampate risulterebbe dunque occupata
i1 63.6% del tempo.

5.9 a)Lav.a. D; pud assumere i valori:

4 se le coccinelle si spostano entrambe in senso orario oppure entrambe in senso antiorario;

2 se la prima si sposta in senso orario e la seconda in senso antiorario oppure, viceversa, la
prima in senso antiorario e la seconda in senso orario.

Poiché ognuna delle coccinelle sceglie una delle due eventualita con probablhta ein maniera
indipendente dall’altra, & presto visto che

P(D,=4)=1 P(D;=2)=1

b) Abbiamo gla calcolato in a) che se D, = 4 allora D, +1 pud assumere i valori 4 oppure 2
con probabilita 5
D’altra parte se aundeterminato istante la distanza tra le due coccinelle Vale 2, allora all’istante
successivo essa potra essere:
0 se esse si spostano 1’una verso I’altra (ciog una in senso orario e I’altra in senso antiorario,
ma dalla parte in cui esse sono pill
2 seesse sispostano entrambe in senso orario oppure entrambe in senso antiorario (probabilita
);
4 se esse si spostano in sensi opposti, ma allontanandosi (probabilita 4)
Se invece D, = 0 (cio¢ le due coccinelle si trovano sullo stesso vertice) allora D, +1 =0
se esse si spostano insieme nella stessa direzione (probabilita 5) oppure D, | = 2 se esse si
spostano in direzioni opposte (probabilita ancora %). '
In conclusione abbiamo calcolato la matrice di transizione:

N|—

0O 2 4

\:
00— % % 0
p=2->|3; 1 1
4—->1\0 % %

¢) La matrice di transizione P & regolare, perché tutti gli stati comunicano tra di loro ed
inoltre vi sono elementi non nulli sulla diagonale. Per il Teorema di Markov esiste dunque
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un’unica distribuzione invariante 7 = (7. 7. 74) € la probabilita P(D,, = 0) per n grande si
pud approssimare con il valore 7, delia distribuzione invariante nello stato 0. *Calcoliamo la
distribuzione invariante. Essa ¢ soluzione del sistema 7 = 7 P, ovvero

i |
Hy =5 My+ g M

| |
ﬂzzjn’g—“zﬂ'z‘f‘il—ﬂl
7y = § Ty + 37y

ﬂ(,+ﬂ:+ﬁ4: 1.
La soluzione & facile perché dalla seconda equazione si ha

Ty = % (g + 1y +74) =

1t

1l —

1
7'(7:377(,"1‘?71")‘?

da cui si ricava facilmente my = 7y = % Quindi per n grande le due coccinelle si trovano nello
stesso vertice con probabilita % (qualunque sia lo stato iniziale).

d) Per calcolare il tempo medio necessario perché le due coccinelle si trovino nello stesso
vertice possiamo ragionare cosi: rendiamo lo stato 0 assorbente (il che equivale ad arrestare
la catena nel momento in cui essa giunge in 0). Se indichiamo con 5, ¢y i tempi medi di
assorbimento in O partendo da 2 e 4 rispettivamente, allora sappiamo che ¢, e ¢, sono soluzione
di
Cw=1+%§z+£f4

G=1+3b+54
che ha soluzione ¢, = 6.¢, = 8. Poiché supponiamo che-le coccinelle partano da vertici
opposti, il tempo medio perché esse si ritrovino sullo stesso vertice 8¢, = 8.

5.10 a) E chiaro che. se chiamiamo **5"" lo stato **fine del programma’”. la matrice di transizione

€

g = + 0 0
oo 4
00 300
g & ¢ 6 4
\o 0 0 0 1

b) Se indichiamo con ¢; il tempo medio di assorbimento in 5 partendo da i allora i numeri ¢;
sono soluzione di

i .
C|:l+§'§z+%53
e % e
GH=1l4+58+3%4

3 I
::—JT;\LQ*’jQ
f=l4 il

che ha per soluzione

(136 s ) 1§) — (9.06,6.93.9.2.5.6) .
)

15 15 5

Qi
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11 tempo medio partendo da 1 vale 9.06 ed & minore di quello partendo da 3.
¢) Con i nuovi valori la matrice di transizione diviene

o 2 1 oo
3 00 G 3 |
100 3 o0
00 1 0 3
000 0 1

mentre ora il sistema lineare che da i tempi medi di assorbimento ¢

G=1+30+38
L=l+30+38
§3=1+i§1+%§4
L=14+%¢

che ha per soluzione

128 104 110 76
)&= (609, 495,523, 3.62) . |
(21 21 21 21) ( e ) ;

Quindi ora ’esecuzione & pill veloce, qualunque sia lo stato iniziale.

5.11 a) Se X,, = i cio0 vuole dire che nelle urne la situazione & la seguente

palline bianche | palline rosse
urna A [ r—i
urna B Fe=il i

La probabilita che sia X, ,; = i + 1 & dunque uguale a (r:zi)zz infatti siha X, .y =i + 1 solo
se nell’'urna A viene scelta una pallina rossa (probabilita ’T‘i) e simultaneamente nell’urna B
viene scelta una pallina bianca (ancora ﬁ:—i). Ripetendo questo genere di ragionamenti si vede
che,peri =1,...,r —1,deveessere

(r—i)?

- sej =141
2i(r—i) e ¥
pijz '2,«2 Se.]—'l
= sej=1i—1
0 altrimenti .

Naturalmente se i = 0 oppure i = r, invece,siha py; =1, p,,_; = L.

b) L’insieme degli stati & £ = {0, 1, ..., r}. Tutti gli stati comunicano tra loro: ogni stato
infatti comunica con i suoi vicini a destra e a sinistra; quindi se i, j € E e supponiamo per
semplicith i < j,allorai ~» i + 1 ~» ... ~» j, da cui segue che i ~» j. D’altra parte si ha
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anche j ~» j — 1~ ...~ i edunque j ~» i. Quindi ogni stato comunica con tutti gli stati
alla sua destra e con tutti quelli alla sua sinistra, ovvero tutti gli stati comunicano tra di loro e
la catena ¢ irriducibile. Poiché vi & almeno uno stato ricorrente (la catena & finita), tutti gli stati
sono ricorrenti. Essa ¢ anche regolare perché nella matrice di transizione vi sono degli elementi
> 0 sulla diagonale.

¢) Intanto osserviamo che la somma delle probabilita i,k =0,...,neugualeal (¢'ultima
delle (1.15)). Per mostrare che 7 ¢ invariante proviamo prima di vedere se per caso & reversibile.
verificare la reversibilita & pit facile. La distribuzione 7 & reversibile se si ha 7, p, j = T Dji per
ogni j, k € E. Poiché Pyj € uguale a 0 a meno che j non sia uno dei tre numeri k — 1, k, k + 1,

basta fare la verifica per j = k + 1. Ma, ponendo ¢ = 1/ (2:)

2 - = 133
Tk Pkk+1 = L(}:) (r " k)2 = C(k!(fr__kli'_l)_!)z

T 1 Pht1 ke = C(k :_ 1)2<k 1— 1>2 = C(kg(r(r_—kli! 1)!)L

e dunque 7 & reversibile.

e Il lettore attento avra osservato che questa & una catena di nascita e morte. Dunque, da
uno sguardo all’Esempio 5.27, sappiamo gia che essa & reversibile. I calcoli dell’Esempio 5.27
avrebbero anzi permesso di determinare la probabilita stazionaria.

5.12 a) Se X,, = k, al tempo n + 1 nell’urna vi saranno k — 1 palline se la pallina prescelta & una
delle k che si trovano nella prima urna, oppure k + 1 se la pallina prescelta & una delle m — k che

si trovano nell’altra urna. Si tratta dunque di una catena di nascitae morte su £ = {0, 1, ..., m}
con
m—k
Pk = Prik+1 = o
e =prx=0

B _ k
9k = Pkk—1 = "

perk =01, .50
b) Trattandosi di una catena di nascita e morte, sappiamo (Esempio 5.27) che la distribuzione
stazionaria &
&;

= ——
b Yh=obn

dove i numeri £; sono definitida &y = 1 e

Po---Pioq m(m—l)...(m-—i+1)_<m>

El-: -

qy-.-q; Lisoi i

Evidentemente sj ha,

La=2 ()=

h=0
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(vedi il riquadro a pag. 16) e dunque

;= (m)z_m
14

Le distribuzioni stazionarie delle catene di nascita e morte sono sempre reversibili.

¢) Se al tempo 0 la catena si trova in uno stato pari, al tempo successivo essa si trovera in uno
stato dispari e poi in uno pari e cosi via. Quindi, qualunque sia n, la matrice di transizione in
passi P" non pud avere tutti gli elementi positivi: la catena non & regolare.

5.13 a) Tutti gli stati comunicano tra loro, perché il grafo & connesso; dunque la catena &
irriducibile e la distribuzione stazionaria & unica. Per calcolarla ci sono due possibilita: la
prima consiste nel risolvere il sistema lineare 77 P = 7 piti la condizione 7r) + ...+ 7, = 1.
Non & una via troppo complicata perché per motivi di simmetria & chiaro che deve essere
Ty = T3 =Ty €5 = Mg = M7 = Mg = Mg = myg. Ci si riconduce quindi a un sistema lineare
in tre incognite.

La seconda consiste nel ricordare che per una catena di Markov sui vertici di un grafo ¢’é
una formula esplicita della distribuzione stazionaria: se k; & il numero di spigoli del grafo che
arrivano nel vertice i e k & la somma dei numeri k;, allora

¢ la distribuzione invariante. Qui k; € uguale a 3 per 4 vertici e uguale a 1 per 6. Dunque k = 18.
La distribuzione invariante vale % per glistati 1,2,3,4¢ % per gli altri.

La catena non & regolare. Basta osservare che gli stati si possono suddividere in due classi:
la prima formatada 1, 5, 6, 7,8,9,10 e la seconda da 2, 3, 4. Se la catena si trova in uno stato
della prima classe, all’istante successivo si trovera in uno della seconda e viceversa. Non &
dunque possibile che esista 7 tale che, partendo da i, si possa essere in ognuno degli stati con
probabilita positiva.

b) Con le nuove regole di transizione la catena & ora regolare: essa ¢ infatti ancora irriducibile
e per di pit p;; = % per gli stati da 5 a 10. Vi sono dunque degli elementi > 0 sulla diagonale
della matrice di transizione e questo, insieme alla irriducibilita, assicura la regolarita della
catena. La formula della distribuzione invariante per le catene sui vertici di un grafo da ora

= 24 e quindi

_{-g- sei=1,23,4
Hy=inr ;
73 sei=35,...,10.

¢) Il tempo medio di passaggio nella classe {5, ..., 10} partendodai,i = 1,2, 3, 4, indicato
¢;» si ottiene risolvendo il sistema

4
G=1+4) pit,  i=1,234.
j=l1
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Questo si risolve facilmente osservando che, per motivi di simmetria, deve essere ¢, = 3 = s
Giungiamo quindi al sistema ’

H=1+ % &
H=1+06
che da facilmente ¢, = 3, ¢, = 2. Partendo da | dunque si giunge in uno degli stati 5, ..., 10

in media in 3 passi.

5.14 Come nell’Esempio 5.37, si possono modellizzare i lanci successivi con una catena di
Markov formata dagli stati

0—-C
1> CT

n— CT"
dove con CT" indichiamo che negli ultimi i/ + 1 lanci si sono avute una croce seguita da i teste

consecutive. Ad ogni lancio si pud passare da CT* a CT'*! con probabilita 1 (se il lancio
da ancora testa) e a C con probabilita 4 (se invece da croce), se 0 < i <n — 1. Imporremo

invece che lo stato 7 sia assorbente. Dire che con probabilita 1 si ottengono prima o poi n teste
consecutive significa dire che la catena appena descritta passa prima o poi nello stato CT".
Ma questo ¢ immediato perché tutti gli stati comunicano con lo stato CT", che & 1’unico stato
assorbente. Quindi tutti gli stati tranne CT" sono transitor1 e la catena con probabilita 1 entra
nello stato CT".

Il tempo medio di assorbimento ¢; nello stato n partendo dallo stato i, i =0, 1,...,n — 1 si

ottiene risolvendo il sistema lineare

n—1

=1+ ZPUC,-
=0

che in questo caso diventa
(,17] =1+ %4—0
CII—Z =1+ %4—0 b %51141

G=1438+ 7384

o=14+38+1¢.

I tempo medio per ottenere n teste consecutive ¢ ;. Sostituendo il valore di ¢,_; dato dalla
prima equazione nella seconda si ottiene

Ga=l+5t+3(1+3%)=1+5+3(1+3)5.
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Sostituendo questo valore nell’equazione per ¢, 3
Goa=1+d b0+ 4D
e piu in generale, per ricorrenza,
G=ltg+ i (I+3+. .+ 52505

dacuiperi =0

o=1+3+. +gr+i 1+ L+ + 5=

L
To=2(1— %)+ (1~ %)k -
2

Quindi, finalmente,
=2Q"-1=22t_12,

Ad esempio per n = 6 sono necessari in media 27 — 2 = 126 lanci.

5.15 a) Ricordiamo che una catena di nascita e morte & ricorrente se e solo se & divergente la
serie di termine generale

9.q _(1+3-K)...G+3-k)

B e A£8...0+F5

Cominciamo con il caso k = 0: nell’espressione di y; il numeratore & il prodotto di tutti i numeri
interi da 4 a i + 3, mentre il denominatore & il prodotto dei numeri da 1 a i. Semplificando i
fattori comuni al numeratore e al denominatore otteniamo

_ G+ DE+2)G+3)
= 6

(k=0)

che ¢ il termine generale di una serie divergente (anzi y; stesso tende all’infinito per i — 00).
Ripetendo lo stesso argomento, semplificando cio# numeratore e denominatore che contengono
sempre molti termini in comune, si ottengono le espressioni di y; per gli altri valori di k:

i+2
vi=— th=1)
2
T k=2
i =15 ( )
6
Vi = (k=3).

E+DE+2DE+3I)

La serie di termine generale y; ¢ dunque ancora divergente per k = 1, 2, ma & convergente per
k = 3. In conclusione la catena & ricorrente per k = 0, 1, 2 e transitoria per k = 3.
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Per stabilire quando la catena sia ricorrente positiva oppure ricorrente nulla basta vedere
quando essa ammetta una distribuzione invariante. La catena ammette una distribuzione inva-
riante se e solo se & convergente la serie di termine generale

PP L+R) .G tk—1)

2j+3)

(vedi I’Esempio 5.27). Per k = 0 il numeratore nella frazione a destra nell’espressione prece-
dente ¢ il prodotto dei numeri interi da 1 a j — 1, mentre il denominatore contiene i prodotti da
4aj+3. Dunqueperk =0

P 327 ~+3)
T JGHDG+DG +3)

che &il termine generale di una serie convergente. Ripetendo lo stesso ragionamento perk = 1,2
e semplificando numeratore e denominatore abbiamo

2j+3
e ke |
= GT0G D =
2j+3
g =~ k=2).

Dunque la serie di termine generale §; ¢ divergente per k = 1, 2; in conclusione la catena &
ricorrente positiva per k = 0 e ricorrente nulla per k = 1, 2.

b) Il limite in (5.55) & certamente = O per k = 3, perché la catena @& transitoria e cosi pure
per k = 1 e k = 2 (ricorrente nulla). Per k = 0 invece esiste una distribuzione invariante che
indicheremo 7. Sappiamo che

Jim_ Pi(X,=3)=m;

qualunque sia lo stato iniziale i, a condizione che la catena sia aperiodica. Questa condizione
¢ verificata in questo caso, poiché I’ipotesi che sia r, = 1 implica p(()”& > r§ > 0. Dunque lo
stato O ¢ aperiodico, e, poiché la catena & irriducibile, tutti gli stati sono aperiodici. Come noto

la distribuzione stazionaria & data da

§j
T i = =
Zh =0 ‘Eh

(dove si pone &, = 1).

5.16 a) Per come il problema & posto, chiaramente al tempo 7 la transizione da uno stato i a j
avviene in modo indipendente dal comportamento ai tempi precedenti al tempo n. Dunque &
ragionevole usare una catena di Markov come modello. La sua matrice di transizione & data da

p sej=i+1
pl-jz l—p sej=i—1
0 altrimenti .
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La catena & dunque irriducibile perché gli stati comunicano tra loro.
b) Osserviamo che P(Z, = j —i) = p;;. Per mostrare che (X,), ¢ una catena di Markov di
matrice di transizione P dobbiamo mostrare che per ogni scelta di stati i, j, iy, ..., i,_q siha

P, =Xy =X =l gy« Xy =) = P(X,0 = jlX, =i =pjj-

Cio seguira dal fatto che Z, | & indipendente da Zy, ..., Z, e quindi anche da Xy, ..., X,,.
Dunque

PXpp =jlXp=0Xp g =lppp-., Xy =01) =
B = K = Xy =i gy Ry =)
PX,=i,X, 1 =ip_1,.... X1 =1i)

Py =i Xy = Xy =y Ky =)
POX, =4, X,y =4y jreeer X =0
Py == Py =iy Xy =y K =) _
PX, =1.X, =iy g1 &) =4y)

:P(Zn+1:]_l):p”

Dunque (X,,),, & una catena di Markov di matrice di transizione P.
c) Larelazione ¥; = %(Z,- + 1) implica che ¥; pud prendere solo i valori O e 1; anzi

Quindi Y; & di Bernoulli e, poiché P(Y; = 1) = P(Z; = 1) = p, allora ¥; ~ B(1, p).

Chiaramente !

Poniamo W, = Y; + ...+ Y,. Larelazione precedente implica X, = 2W, — n.
Ora pé’é) = 0 per n dispari, perché nei tempi dispari X, si trova sempre in uno stato dispari.
Invece per i tempi pari

(2n) 2n\ , n
@n)! n

d) Sostituendo ai fattoriali le espressioni fornite dalla formula di Stirling si ha

2n
N2 - 2n(2—”)
Q@2n) &

1
P = —— 7 — P =PI = —=p( - p)I".
2nn(%>

wer
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Ricordiamo che se la serie di termine generale p(()'(lj) ¢ divergente allora la catena ¢ ricorrente.
Se p=1Lsiha
(2n) _ 1

Poo = ﬁ

che & il termine generale di una serie divergente e dunque per p = 3 la catena & ricorrente.

S { 5 . 3 2n) x P .
Se invece p # 5 la serie di termine generale 17(()0 Ve convergente, perché se p # % il numero

(2n

4p(1 — p)é < 1 edunque p"’ & mageiorato da [4p(1 — p)]". che & il termine generale di una
4 I que py, g8 p p g
serie geometrica convergente.
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Quantili della legge N (0, 1)

X .00 .01 .02 .03 .04 .05 .06 .07 .08 .09

0.0 |.50000 |.50399 |.50798 |.51197 |.51595 |.51994 |.52392 | .52790 |.53188 |.53586
0.1 |.53983 |.54380 |.54776 |.55172 |.55567 |.55962 |.56356 | .56750 |.57142 |.57535
0.2 |.57926 |.58317 |.58706 |.59095 |.59483 |.59871 |.60257 | .60642 |.61026 |.61409
0.3 |.61791 |.62172 |.62552 |.62930 |.63307 |.63683 |.64058 | .64431 |.64803 |.65173
0.4 |.65542 |.65910 |.66276 |.66640 |.67003 |.67364 |.67724 | .68082 |.68439 |.68793
0.5 |.69146 |.69497 |.69847 |.70194 |.70540 |.70884 |.71226 | .71566 |.71904 |.72240
0.6 |.72575 |.72907 |.73237 |.73565 |.73891 |.74215 |.74537 | .74857 |.75175 |.75490
0.7 1.75804 |.76115 |.76424 |.76731 |.77035 |.77337 |.77637 | .77935 |.78230 |.78524
0.8 [.78814 |.79103 |.79389 |.79673 |.79955 |.80234 |.80511 | .80785 |.81057 |.81327
0.9 |.81594 |.81859 |.82121 |.82381 |.82639 |.82894 |.83147 | .83398 |.83646 |.83891

1.0 |.84134 |.84375 |.84614 |.84850 |.85083 |.85314 |.85543 | .85769 |.85993 |.86214
1.1 |.86433 |.86650 |.86864 |.87076 |.87286 |.87493 |.87698 | .87900 |.88100 |.88298
1.2 |.88493 |.88686 |.88877 |.89065 |.89251 |.89435 |.89617 | .89796 |.89973 |.90147
1.3 1.90320 |.90490 |.90658 |.90824 |.90988 |.91149 |.91309 | .91466 |.91621 |.91774
1.4 |.91924 |.92073 |.92220 |.92364 |.92507 |.92647 |.92786 | .92922 |.93056 |.93189
1.5 |.93319 |.93448 |.93574 | .93699 |.93822 |.93943 |.94062 | .94179 | .94295 |.94408
1.6 |.94520 |.94630 |.94738 |.94845 |.94950 |.95053 |.95154 | .95254 |.95352 |.95449
1.7 |.95543 |.95637 |.95728 | .95819 |.95907 |.95994 |.96080 | .9616 |.96246 |.96327
1.8 |.96407 |.96485 |.96562 |.96638 | 96712 |.96784 |.96856 | .96926 |.96995 |.97062
1.9 |.97128 |.97193 |.97257 |.97320 |.97381 |.97441 |.97500 | .97558 |.97615 |.97670

2.0 |.97725 |.97778 |.97831 |.97882 |.97933 |.97982 |.98030 | .98077 |.98124 |.98169
2.1 |.98214 |.98257 |.98300 |.98341 |.98382 |.98422 |.98461 | .98500 |.98537 |.98574
2.2 |.98610 |.98645 |.98679 |.98713 |.98745 |.98778 |.98809 |0.98840 |.98870 |.98899 i
2.3 1.98928 |.98956 |.98983 |.99010 |.99036 |.99061 |.99086 | .99111 j‘99‘34 99158 ' ‘ ‘ ‘ ‘
2.4 |.99180 {.99202 |.99224 |.99245 |.99266 |.99286 |.99305 | .99324 |.99343 |.99361

2.5 |.99379 |.99396 |.99413 |.99430 |.99446 |.99461 |.99477 | .99492 |.99506 |.99520 ‘
2.6 |.99534 |.99547 | .99560 |.99573 |.99585 [.99598 |.99609 | .99621 |.99632 |.99643
2.7 1.99653 |.99664 |.99674 |.99683 |.99693 |.99702 |.99711 | .99720 |.99728 |.99736
2.8 |.99745 [.99752 |.99760 |.99767 |.99774 |.99781 |.99788 | .99795 |.99801 |.99807
2.9 [.99813 [.99819 |.99825 1.99831 |.99836 :.99841 |.99846 | .99851 |.99856 |.99861

I quantili di uso piu frequente:

$o.05 = 1.644854 #0975 = 1.959964
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1y (n)

095 | 0.975 0.99 l 0.995

1 | 631375 | 12.7062 | 31.8206 | 63.6570
2 1291999 | 43027 | 6.9646 | 9.9248
3 1235336 | 3.1824 | 4.5407 | 5.8409
4 | 2.13187 | 2.7764 | 3.7470 | 4.6041
5 | 201505 | 2.5706 | 3.3649 | 4.0322
6 | 1.94318 | 2.4469 | 3.1427 | 3.7075

7 | 1.89459 | 2.3646 | 2.9980 | 3.4995
8 | 1.85955 | 23060 | 2.8965 | 3.3554
9 | 1.83311 2.2622 | 2.8214 | 3.2499
10 | 1.81246 | 2.2281 2.7638 | 3.1693
11 | 1.79589 | 2.2010 | 2.7181 | 3.1058
12 | 178229 | 2.1788 | 2.6810 | 3.0546
13 | 177093 | 2.1604 | 2.6503 | 3.0123
14 | 1.76131 2.1448 | 2.6245 | 2.9769
15 | 175305 | 2.1315 | 2.6025 | 2.9467
16 | 1.74589 | 2.1199 | 2.5835 | 2.9208
17 | 1.73961 2.1098 | 2.5669 | 2.8982
18 | 1.73407 | 2.1009 | 2.5524 | 2.8784
19 | 172914 | 2.0930 | 2.5395 | 2.8610
20 | 1.72473 | 2.0860 | 2.5280 | 2.8453
21 | 172075 | 2.0796 | 25176 | 2.8314
22 | 171715 | 2.0739 | 25083 | 2.8188
23 | 1.71388 | 2.0687 | 2.4999 | 2.8073
24 | 171089 | 2.0639 | 24922 | 2.7969
25 | 1.70814 | 2.0595 | 2.4851 | 2.7874
26 | 170562 | 2.0555 | 2.4786 | 2.7787
27 | 1.70331 20518 | 24727 | 27707
28 | 1.70113 | 2.0484 | 2.4671 | 2.7633
29 | 1.69914 | 2.0452 | 2.4620 | 2.7564
30 | 1.69726 | 2.0423 | 2.4573 | 2.7500
40 | 1.68385 | 2.0211 2.4233 | 2.7045
60 | 1.67065 | 2.0003 | 23902 | 2.6604
80 | 1.66413 1.9901 2.3739 | 2.6387
100 | 1.66023 1.9840 | 23642 | 2.6259
120 | 1.65765 1.9799 | 23578 | 2.6174
oo | 1.64485 . 1.9599 | 2.3263 | 2.5758
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[image: image107.jpg]340  Capitolo 6 Soluzioni

11 sistema ha per soluzione (—f—%, %, %). Poiché supponiamo di partire inizialmente dallo stato

2 (due palline nere nell’urna), la partita dura in media % = 5.45 estrazioni.

87 a
; r p 0 0 0 ¢
q r p 0 0 0
0 g r p 0O
0 0 g r po
00 0 g r p
p 0 0 0 g r

b) Ricordiamo che, per definizione, una catena & irriducibile se tutti gli stati comunicano tra
loro. Supponiamo che sia p > 0. Allora lo stato 1 comunica (~~) con 2. Poiché 2 ~~ 3 per
lo stesso motivo, anche 1 ~ 3. Ripetendo o stesso ragionamento vediamo che 1 comunica
con4,S5,...,N. Dunque 1 comunica con tutti gli altri stati. Lo stesso ragionamento si pud
ripetere per ogni altro stato, ottenendo che tutti gli stati comunicano tra loro e quindi la catena
¢ irriducibile. Lo stesso ragionamento permette di provare I’irriducibilita nell’ipotesi che sia
qg > 0.

¢) Ricordiamo che una matrice di transizione & regolare se esiste un numero m tale che P™
abbia rurri i suoi elementi > 0; una condizione semplice (ma & solo una condizione sufficiente)
& che la catena sia irriducibile e vi sia almeno un elemento sulla diagonale di P che sia > 0.

Se uno almeno tra i numeri p e g & > 0 abbiamo visto che la catena & irriducibile; se per di pil
r > 0, dato che tutti gli elementi della diagonale di P sono uguali a r (come si vede anche dal
punto a)), sono soddisfatte le condizioni del criterio di regolarita: catena irriducibile ed almeno
un elemento sulla diagonale > 0; la catena & quindi regolare.

Se invece r = 0 il criterio non & soddisfatto ed occorre verificare direttamente la definizione,
cioe se esista un numero m tale che pl.(]'.") > 0, cioe la probabilita di passare da i a j in m passi,
sia > O per ogni coppia di stati i, j.

Se N e pari la catena non & regolare. Basta osservare che ad ogni transizione da uno stato i
si pud passare solo in uno stato contiguo. Se il poligono ha un numero N pari di vertici, allora
se i & uno stato di indice pari gli stati ad esso contigui hanno indice dispari e, viceversa, se i &
di indice dispari gli stati ad esso contigui sono di indice pari (Vedi la Figura 5.4). Quindi se si
parte dallo stato iniziale ; dispari, dopo un numero pari di passi ci troveremo ancora in uno stato
dispari, mentre dopo un numero dispari di passi la catena si trovera in uno stato pari. Quindi,
nell’esempio dell’esagono, la matrice di transizione in m passi P™ sara della forma

oppure

* O % O % O
O % O% O %
* O % O % O
O % O % O %
¥ O % O % ©
S % S % O
O % © % © %
* O % O % O
O % O % O %
* O % O % ©
O ¥x O % O %
*¥ O % O % O

a seconda che m sia dispari o pari rispettivamente. P™ non pud dunque mai avere tutti i suoi
elementi > 0. '





